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摘摘摘 要要要

本文研究的主题为几类离散时间控制系统反馈机制的能力与极限，同时也

研究了其它一些相关问题。反馈是自动控制领域最重要和最基本的概念，其主

要作用是减少各种不确定性对控制系统性能的影响。本文的工作继续了近年来

由论文[42]开始的反馈机制能力与极限的一系列研究，主要内容及贡献可总结

如下：

1. 对一类结构不确定性（非参数不确定性）可由多个Lipschitz常数刻画的p阶

非线性自回归控制系统，证明了：若这些Lipschitz常数满足一些特定的

代数条件，则使系统全局镇定的控制器不存在。这一不可能性结果推广

了[121]的结果。

2. 对一类具有未知参数和高斯白噪声的高阶非线性离散时间控制系统，证明

了：若系统的各个非线性增长指数满足一个与一阶系统有关的简单代数条

件，则使系统全局镇定的控制器不存在。这一不可能性结果继续了以前关

于类似的一阶系统的一些研究，它表明系统的一阶主部在某种意义上决定

了系统反馈机制能力的一个极限。

3. 在反馈机制能力极限的研究中，以前结果中考虑的不确定函数集F都包含
有无限多个函数。为研究不确定集F本质上可由有限多个函数覆盖时反馈
机制的能力极限，本文提出了新的有限模型自适应控制问题，其特点是考

虑的系统的结构不确定性本质上可由一个已知的有限函数集（即模型集）

来代表。对该类问题，基于不同的思想，提出了几种不同的途径来设计自

适应控制律，并针对这些算法分别在较弱的条件下证明了闭环系统的稳定

性。这些结果合在一起对内部不确定性本质上有限的系统的反馈机制能力

给出了肯定的部分回答：

✔ 对无噪声情形，在有限步内就能够辨识出真实系统。

✔ 对有界噪声情形，存在一个反馈控制器，使得闭环系统的输出有界。

✔ 对无界噪声情形，如果噪声在p-平均意义下有界，同时真实系统及已

知模型对应的非线性函数满足线性增长条件，则存在一个反馈控制
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器，使得闭环系统的输出在p-平均意义下有界。

4. 对具有通讯限制和多种不确定性（环境噪声、未知相互作用强度、未知内

部参数）的复杂系统，为研究反馈控制的能力问题，提出了一个一般的复

杂系统自适应控制问题的数学框架，可为进一步深刻研究局部自适应控制

目标和系统全局目标的关系提供基础。在这个框架下，针对一个简单但非

平凡的随机离散时间多主体网络动力学模型，提出并研究了自适应同步问

题。在这一问题中，针对随机系统提出了一些新的同步概念，证明了对于

四种不同的局部跟踪目标，在关于噪声和通讯限制的较弱条件下，系统中

的各个主体基于局部跟踪目标和最小二乘估计算法来设计局部控制器时，

在平均的意义下，它们能自组织地实现所有主体的同步这一全局目标。

关键词：离散时间控制系统，不确定性, 稳定性，鲁棒性，反馈机制能力与极限，

自适应控制, 有限模型自适应控制，复杂系统，自适应同步



Abstract

In this thesis, we investigate some problems on capability and limitation of

feedback mechanism in dealing with uncertainties of some discrete-time control

systems. Some related problems are also formulated and studied.

Feedback is the most important concept in automatic control, and its pri-

mary objective is to reduce the effects of the uncertainty on the performance of

control system. The work in this thesis extends some quantitative results in the

direction of feedback capability and limitation initiated in [42] and [116] in the

last decade. The main contents and contributions of the work can be summarized

as follows:

1. For a class of p-th order nonlinear autoregressive control systems with struc-

tural uncertainty characterized by multiple Lipschitz constants of the uncer-

tain nonlinear function f , it is shown that under some algebraic conditions

on these Lipschitz constants, there exists no globally stabilizing feedback

control law for the corresponding uncertain systems. This impossibility

result is an extension of the previous result obtained by Zhang and Guo

(2002).

2. For a high-order discrete-time nonlinear system with unknown parameters

and Gaussian noise, it is shown that under a simple algebraic condition

on some constants relating to the nonlinearity of the system, no feedback

controller can globally stabilize the uncertain system. This impossibility

result gives a try to understand the capability and limitation of feedback

mechanism of high-order discrete-time nonlinear system and continues a

series of previous research on similar first-order systems. It shows that for

the high-order discrete-time nonlinear system studied here, a polynomial

corresponding to the first-order principle part of the system determines the

limit of the feedback mechanism.

3. Finite-model adaptive control problem is also initiated and formulated in
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the exploration of capability and limitation of feedback control. This type of

problems are characterized by the feature that the structural uncertainty of

system can be abstracted by a set of essentially finite number of nonlinear

functions. To study this type of problems, several algorithms based on

different approaches are proposed and studied, and the stability of closed-

loop system is proved under very weak conditions. These results give some

partial answers for finite-model adaptive control problem:

✔ For noise-free systems, the uncertainty can be identified correctly in

finite time steps.

✔ For systems with sample path bounded noise, there exists a feedback

controller such that the output sequence {yt} of the closed-loop system

is bounded.

✔ For systems with noise bounded in the sense of p-th mean and with

nonlinear models having linear growth rate, it is shown that there

exists a feedback controller such that the output sequence {yt} of the

closed-loop system is bounded in sense of p-th mean.

4. To explore the capability of adaptive control in complex systems with com-

munication limits and uncertainties (including noise disturbance in the en-

vironment, parametric uncertainties of interactions among agents, and un-

known internal parameters), we propose a general framework of adaptive

control of complex systems. In this framework, a simple but non-trivial

stochastic discrete-time model of network dynamics is formulated and its

synchronization problem is investigated. As a starting point in this direc-

tion, some novel definitions of synchronization for stochastic systems are

given and applied in our model, and we prove that in four different cases

on local goals, including “deterministic tracking”,“center-oriented track-

ing”, “loose tracking” and “tight tracking”, under some weak conditions on

noise sequence and communication limits, agents in our model can achieve

global synchronization (in some sense of mean) by using local estimators

and controllers based on Least-squares (LS) algorithm. The conditions
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given are also necessary even when there are no parametric uncertainties of

interactions. This result shows that agents in a noisy complex system with

communication limits can achieve the global goal of synchronization by us-

ing proper local learning algorithm and local adaptive controllers, while

they are pursuing for their local goals.

Keywords: Discrete-time control systems, Uncertainties, Stability, Robust-

ness, Capability and limitations of feedback mechanism, Adaptive control, Finite-

model adaptive control, Complex systems, Adaptive Synchronization
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第第第一一一章章章 绪绪绪论论论

1.1 控控控制制制论论论•反反反馈馈馈•不不不确确确定定定性性性

控制论在一定意义上是门横断科学，它忽略不同实际系统的各种物理量的

具体表现形式，从中抽象出各种系统公有的内在结构模型，得到其各个环节的

关系，形成控制系统的抽象模型，将其用数学模型来刻画，然后应用数学方法来

分析与综合，最后得到的结果可以适用于各种不同的具体系统。比如，一个二阶

时不变线性控制系统可以同时用于描述弹簧振子、RLC电路等很多具体系统。

自动控制的思想与实践有着非常悠久的历史，远的如我国先人1000多年

前的铜壶滴漏计时器、指南车等控制装置和古希腊人公元前300年设计的浮

子调节器，近代的以瓦特（J.Watt）于1769年发明的飞球控制器以及1765年

珀尔朱诺夫（I.Polzunov）发明的浮子水位调节器为代表。早期的自控装置

和系统的设计尚处于直觉阶段，没有系统的理论指导，在协调各项性能指标

常出现问题，这引发了十九世纪后半叶开始的自控理论的研究，典型的工作

如[16, 48, 75, 79, 81, 92, 122]，它们对改善控制系统的性能产生了积极的影响。

至1948年Wiener出版经典名著《控制论—关于在动物和机器中的控制和通讯的

科学》[109]，标志着控制论作为一门科学的正式诞生。此后钱学森先生(1954)

在《工程控制论》[105]中总结了当时的经典控制理论，并进一步把它提高到更高

的理论高度上。这门科学经过了半个多世纪的不断发展，其研究内容及其研究

方法都有了很大的变化，借用库恩在其著作[62]中提出的概念，自动控制理论已

经建立了自己的“科学范式”(scientific paradigm)。现代控制理论内容非常丰富，

包括线性系统、最优控制、非线性控制、系统辩识、自适应控制、鲁棒控制、智

能控制等很多分支，一些经典的工作如[10, 14, 30, 54, 55, 78, 88] 等。对自动控

制发展历史更全面的介绍可参看[33, 45, 59, 61, 67]等文献。由于数学模型、数

学工具和应用领域的丰富多彩，几十年来控制理论与工程在深度和广度上都得

到了很大的发展。从某种意义上来看，控制论发展的历史就是各种控制系统模

型发展的历史[128]，现在还出现了所谓的“无模型”（自适应）控制[1, 2, 130]。

可以预见的是，虽然有很多困难和挑战存在，今后控制理论还会有进一步的发

展，特别是复杂系统等背景对控制理论提出了新的问题和挑战。关于今后自动

控制可能的发展, 不妨参看[83], 里面有很多专家的讨论。
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回顾控制论发展的历史，我们可以看到“反馈”是一个最根本的概念，围绕

着如何利用、设计、理解反馈，人们对这个概念的认识有一个逐步深入的过程：

最开始只是朴素的利用反馈，慢慢发展出各种有效利用反馈的方法，并渐渐形

成很丰富的理论体系。正如Kokotović在1991年Bode奖演讲[60]中所说，“反馈是

我们的职业贡献给现代文明的最为深刻而激动人心的概念之一。” 1 限于篇幅，

我们不再具体阐述“反馈”概念内涵的具体发展。这一概念的重要性与根本性是

由控制论的任务所决定的。控制论的任务是找出合乎人们需要的控制器，这种

需要可以是使某一状态调节到某个值、使轨线跟踪某列参考信号、使系统某个

性能指标达到最优、或者完成某种更为复杂的操作（比如使机器人或鸟群等群

体形成某种队列）等等。为满足所有这些需要，控制论中都是采用反馈信息（观

测到的系统状态或输出以及历史信息等）来设计控制器的。

比如：对如下非常简单的系统

ẋ(t) = x(t) + u(t), (1.1)

希望状态x(t)稳定到原点。如果不施加控制，显然轨线会发散；通过引入状态反

馈u(t) = −2x(t)，就可以使x(t) → 0，达到我们的目标。从数学上看，这时可以

解出

x(t) = e−tx(0), u(t) = −2e−tx(0); (1.2)

那么为什么设计控制器u(t)不直接用式子−2e−tx(0)，而非要用状态反馈−2x(t)？

单纯从数学上看两种表示是等价的，为什么控制论上只用反馈的方式？

为回答这一看似简单的问题，必须深刻理解反馈的本质。对上面的例子而

言，似乎采用反馈的原因是计算−2e−tx(0) 比较复杂（有的时候甚至不可能给出

解析表达式），但事实上更根本的原因是：系统的模型只是对现实系统的一种

抽象或近似，而且即便是完全精确的模型也可能存在量测上的误差，也就是说

系统总可能有些不能避免的不确定性，为减少这些不确定性带来的影响，我们

必须采用反馈控制，这就是控制论基本而深刻的思想。就上面的例子，不妨假

设模型完全精确，但初始状态测量上有±0.1的误差，真实的x(0) = 0.2，但测量

的x(0) = 0.1，如果不采用反馈控制，系统很快就会发散，但通过反馈控制则不

存在这样的问题。

1原文：Feedback is one of the deepest and most inspiring concepts that our profession

has contributed to modern civilization.
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因此，反馈是自动控制中最为根本的概念，其主要作用是减少系统中各种

不确定性对控制性能的影响。在控制理论的各分支中，直接考虑并研究系统不

确定性的领域主要有鲁棒控制与自适应控制。

鲁棒控制的特点是：控制器的结构和参数通常都是固定的，但控制器能在

一定范围内对付系统模型的不确定性。为刻画系统模型（通常是参数化的一类

系统）的不确定性的大小，通常引入某种度量（如H∞模等）来衡量模型间的

差异或“距离”，然后在这种度量下，考虑以某个标称模型为球心的一定半径

的“球”，通过对标称模型设计好控制器，这个控制器能使“球”内的所有系统

都达到稳定，球的半径大小刻画了所容许的不确定性大小。在鲁棒控制中，控

制器是固定的或从某一（具有特定结构特点的）集合中选取，一般只能对付一

定小范围内的不确定性。

自适应控制是另一种对付系统不确定性的方法或思想。其基本思想是，虽

然系统有不确定性，我们不可能先验的完全知道系统的真实参数等信息，但随

着系统的运行，我们将拥有越来越多的后验信息，即所有的历史数据（以往所

有的控制输入和观测到的系统状态或输出），通过利用这些信息，我们可以设

法（通常用一些系统辨识的算法）调整对系统参数的估计，一边在线调整一边

根据当前的估计施加控制，这样就有可能逐渐对真实系统有越来越准确的了解，

同时最后达到使系统稳定的目标。因此，自适应控制器一般来说可能对付较大

范围的不确定性，控制器没有一成不变的参数，能够不断调整；这也造成使用

自适应控制器的闭环系统一般来说非常复杂，稳定性分析起来较为困难，同时

由于噪声及观测误差等因素的影响，不一定保证对系统的估计或控制越来越好，

从而整个系统的性能不一定很好，这是自适应控制方法的缺点。传统自适应控

制器一般由具体的辨识算法与“必然等价原则”构成，因而某种意义上也是一类

结构固定的控制。

显然，这些已有的控制器设计方法并没有涵盖所有可能的方案，那么，当我

们不限制控制器为已有的类型时，反馈控制在对付不确定性上具有什么样的最

大能力？是否会有一些本质局限？这就是反馈机制的能力与极限问题，下一小

节将进一步讨论，这也是本文讨论的主题。

本文的工作涉及到各种不确定性，包括结构不确定性、参数不确定性、外

部不确定性、本质上有限的模型不确定性、复杂系统中的不确定性等等。本文

将通过反馈控制来设法对付这些不确定性，较多的涉及到自适应控制，也会涉

及到少部分鲁棒控制的内容。
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1.2 反反反馈馈馈机机机制制制的的的能能能力力力与与与极极极限限限

前一节简单介绍了控制论的一些内容与“反馈”概念的含义。归纳起来，控

制论或控制理论主要是以定量的方式研究如何设计有效的反馈规律，从而使受

控的动态系统达到所期望的目标的一门科学[45]。虽然控制论作为一门独立学

科只有几十年的历史，但自动控制已经在非常广泛的领域内都取得成功的应用，

远的如蒸汽机对工业革命的贡献、反馈放大器对远距离通讯的贡献、美国阿波

罗登月计划；近的如我国的神六载人飞船上天，当今大型电力系统，高度自动化

的生产和制造系统，汽车工业，迅速发展的通讯网络，以及不断更新的家用电

器。

在一定程度上，多数已有的控制工程与理论，核心都是着眼于设计某一

类特殊的控制器，揭示反馈控制能带来什么样的效果或好处。毫无疑问，从

工程角度上看，结构简单容易实现的控制器受到人们的欢迎，因此从理论上

研究结构固定的控制器所能达到的性能极限具有很大的工程意义，这方面也

吸引了一些学者的注意，特别是对于线性系统已有了较多的结果，出现了结

构化奇异值、Bode积分等方法，相关内容可参考[3, 22, 29, 94, 100, 104] 等文

献。但另一方面，着眼于整个反馈机制（即所有可能的控制器的集合）的研究

则不多，尤其是关于整个反馈机制的极限则研究更少。从哲学上看，对后者的

研究无疑具有重要的意义，它们对于控制理论本身的贡献正类似于Gödel定理

之于数学、Heisenberg测不准原理之于量子力学、Shannon采样定理之于信息

论、Cramér-Rao不等式之于统计学、Arrow不可能性定理之于经济政治。

因此，归结起来，在控制论中，两个基本的问题是：如何有效利用反馈？反

馈的能力究竟有多大？正是基于对以上问题的深入思考，近十年来，郭雷院士

开始了反馈机制能力与极限这一新的研究领域，并与其学生做出了这方面一系

列原创性的工作。本文的工作是该方向上已有工作的继续，为更好地理解本文

内容，在此先简单的介绍一下反馈机制能力与极限问题。

首先需要对反馈机制给出数学上的严格定义(引自[43])。

定义 1.1. 在任一时刻t，我们说系统的输入ut是一反馈信号，在数学上是指存

在某一个从(t + 1)m维空间R(t+1)×m 到l维空间Rl的可测映射ht : R(t+1)×m → Rl

使得

ut = ht(y0, y1, · · · , yt), (1.3)

亦即ut是到t时刻为止，已观测到的信息{y0, y1, · · · , yt} 的某一个“变换”（可以



6 几类离散时间控制系统中反馈机制对付不确定性的能力与局限

是定常或时变的，线性或非线性的）。

定义 1.2. 所有时刻的反馈信号构成一个反馈规律 u = {ut, t ≥ 0}。

定义 1.3. 进一步，反馈机制可定义为所有可能的反馈规律所构成的集合：

U = {u| u是任意反馈规律} (1.4)

下面我们以一个看似简单的系统来说明什么是反馈机制能力与极限问题。

考虑如下系统

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1,

其中未知函数f(·)属于一个已知函数集F , 控制律ut属于集合U , 而{wt}为噪声
序列。显然集合F严格刻画了该系统的内部不确定性，我们要问：当给定一个
不确定性集F时，是否存在(或可否构造)一个反馈律ut 总能镇定以上不确定系

统？这一问题看起来非常基本，但它并没有显而易见的答案，对它的回答取决

于函数集F 的内在结构和大小。因此反馈机制能力与极限问题就是要研究能否
用反馈机制U来对付不确定性集F，即这两个集合间的深刻联系。一旦从理论上
认识了反馈机制U的最大能力(不局限于某一特殊反馈规律)，阐明了U能够做什
么(正面结果) 和U不能做什么(反面结果)，就有助于深化人们对控制系统复杂

性的认识，并避免做一些无用功。这一方向上的定量研究[42, 113, 116, 117, 118]

还比较少，一个较好的综述可见郭雷院士在2002年国际数学家大会上的邀请

报告[43, 44] 或文献[115]。这些结果涉及到离散时间参数非线性系统、离散

时间非参数非线性系统、具有采样反馈的连续时间非参数不确定系统、具有

隐Markov跳变的随机切换线性系统。本文将在部分已有结果(参看后面章节的

介绍) 基础上作进一步推广并探讨一些相关的问题。

1.3 本本本文文文内内内容容容与与与结结结构构构安安安排排排

本文的内容与结构安排如下：

首先在第一部分中将作一些预备介绍，其中本章为本文的主题—反馈控制

的能力与极限做了简单的铺垫；下一章中将介绍一下迭代动力系统的一些概念，

它们与本文的研究有着密切的联系。

第二部分将在本章介绍的关于反馈机制能力与极限问题的框架下，对几类

具体系统研究了反馈机制的能力与极限。这几类系统分别是：结构未知情形一
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类可由多个Lipschitz常数刻画的不确定系统，主要得到了一些不可能性定理，

推广了[121]中的结果；参数未知情形一类高阶非线性高斯噪声模型，主要得到

了一个不可能性定理，推广了[42]中的反面结果；接着考虑了一个简单的同时具

有参数和非参数不确定性的一阶有界噪声模型，构造出了同时对付这两种内部

不确定性的控制器，并在一些条件下证明了闭环系统的稳定性。由于该部分所

考虑问题的难度，一些问题解决得还不彻底，有待于今后进一步研究。

第三部分将从一个新的角度考虑反馈控制的能力极限问题，即希望解决不

确定函数集F可选出有限个代表函数时能否总能找出反馈控制保证闭环稳定的
问题。在该部分中我们基于几种不同的思想，设计了多种算法来给出自适应控

制律，并分别研究了对应闭环系统的稳定性。这些结果表明在比较弱的条件下，

可利用已知的有限个模型来构造控制器对付系统本质上有限的内部不确定性。

该部分的研究与混杂系统尤其是切换系统的研究有密切的联系，但在思路和方

法上区别于已有的大量研究。

从某种意义上，前几部分都仅仅考虑如何用反馈控制对付单系统中内部不

确定性的问题，而第四部分将着眼于研究多个子系统间相互的耦合也有不确定

性的情形，致力于解决在反馈控制能对付单个子系统的前提下，能否通过个体

局部反馈控制对付子系统间耦合不确定性的问题。在该部分中，我们将提出一

个复杂系统自适应控制问题的框架，并在此框架下分别研究了两类问题：首先

是一类离散时间多主体系统的自适应同步问题，对每个个体设计了基于最小二

乘的学习与控制算法，证明了在几种不同跟踪目标下，个体实现局部跟踪目标

的同时整个系统能实现平均意义下的同步；然后是一类离散时间多主体系统的

自适应控制问题，对每个个体设计了局部Åström-Wittenmark自校正调节器，证

明了使得单系统Åström-Wittenmark自校正调节器有稳定性和最优性的那些条

件同样保证了整个系统的稳定性与最优性。这一部分的研究还只是个开始，还

有很多问题值得进一步研究。



第第第二二二章章章 迭迭迭代代代动动动力力力系系系统统统

本章将简单介绍迭代动力系统的一些基本概念，并说明它们与本文主题的

关系。

2.1 动动动力力力系系系统统统的的的基基基本本本概概概念念念

从广义角度来看，动力系统的外延很丰富。比如天体的运动、化学反应

中物质浓度的变化、人口或种群的演化、商品价格的涨跌、传染病的传播过

程等都可用某些动力系统来描述。简单说来，动力系统就是研究现实问题中

状态x随时间t变化而变化的动态规律。由于动力系统具有非常丰富的实际背

景，它有着漫长的发展历史[27]，并且由于研究角度与具体研究对象的不同，出

现了很多涉及动力系统的研究领域。本章无意于对动力系统作全面的介绍(参

看[27, 53, 124, 126, 138]等文献)，甚至于非常简单地概括其内容也是不可能的，

只是希望介绍一点基本的概念及其研究的问题，并说明它们与本文内容的一些

联系。

在动力系统理论中，不仅研究平衡状态、周期状态等基本运动状态的存在

性与稳定性，更强调系统的内在结构如何影响运动轨迹的拓扑结构或性质。它

重视运动方式的结构稳定性，探索结构被破坏或遭到扰动时运动形式所发生的

质和量上的变异。上述“内在结构（及其变化）决定外在运动形式（及其变化）”

的思想几乎在所有关于动力系统的研究中都起着至关重要的作用。从某种意义

上，“动力系统是从几何、拓扑的观点来观察事物，用分析、代数的手段来分析

处理问题”[138]。所以动力系统的研究有着深厚的数学基础。

下面从狭义的角度来介绍一点动力系统的概念。这些概念从不同时刻状态

变换的角度强调了动力系统关于时间的群（半群）结构，这往往是动力系统研

究的一个出发点，无论其具体形式是微分方程还是差分方程。

定义 2.1. [138] 一个映射φt(x) = φ(t, x) : R × X → X 称为集合X上的一个流，

如果对任意的t1, t2 ∈ R, x ∈ X，满足：(i)φ0(x) = x; (ii)φt1+t2(x) = φt1(φt2(x))。

如果上述条件仅在t1, t2 ∈ R+上定义，则称φt(x)为一个半流。如果X是拓扑空

间，φ(t, x)连续，则称φ为连续流（半流），或者称为X上的一个连续（半）动力系
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统；类似的，如果φ(t, x)中的t仅取值于Z（或Z+），则称为X上的一个离散（半）

动力系统。

此处我们更关心通过迭代方式产生的离散动力系统。最简单的迭代动力系

统可表示为xk+1 = f(xk), 显然xk = f(xk−1) = f(f(xk−2)) = · · · = f [k](x0) ，序

列{xk}即可称为上述动力系统的一个轨道。经典的动力系统理论着眼于本节定
义的狭义动力系统（特别是刚提到的简单迭代动力系统），对其不动点、周期

点、混沌轨道、分岔现象、结构稳定性等方面作了很多的研究，这些内容与本文

关系不大，这里不作进一步介绍。本文中涉及到的动力系统看起来都要更加复

杂，研究的角度与手段也不同于经典的动力系统理论，但究其本质却有相近之

处。下面将从广义的角度讨论迭代动力系统，即通过一定方式迭代产生的序列，

我们主要考虑差分方程和差分不等式，因为它们与本文的内容有密切的关系。

2.2 差差差分分分方方方程程程

为介绍差分方程，首先引入差分算子∆、移位算子E 和恒等算子I：

∆y(x)
∆
= y(x + 1) − y(x); Ey(x)

∆
= y(x + 1); Ix

∆
= x.

显然∆ = E − I，从而∆和E可以相互表出：

∆k = (E − I)k =
k∑

i=0

(−1)k−i
(

k
i

)
Ei,

Ek = (∆ + I)k =
k∑

i=0

(
k
i

)
∆i,

(2.1)

其中
(

k
i

)
表示二项式系数。

定义 2.2. 如下形式的方程（由∆算子表达）

F (t, y(t), ∆y(t), · · · , ∆ky(t), g(t)) = 0,∀t ∈ N (2.2)

或更常见的形式（由E算子表达）

G(t, y(t), Ey(t), · · · , Eky(t), g(t)) = 0, ∀t ∈ N (2.3)

称为k阶差分方程。
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注2.2.1.

差分方程得名于形式(2.2)，但最常用的是可由形式(2.2)得到的如下形式：

y(t + k) = Eky(t) = Φ(t, y(t), y(t + 1), · · · , y(t + k − 1), g(t)),∀t ∈ N . (2.4)

借助算子∆，可以推得差分方程与连续情形的微分方程有许多类似的性

质和方法。由于篇幅限制，我们不在此详细列举这些类似之处，请参看文

献[63, 133]。对于差分方程，尤其是线性差分方程以及与（偏）微分方程有关的

差分格式，已经有很多的研究，这些研究侧重于以下几个方面：（1）如何求解差

分方程的解，如算子变换法、常数变易法、生成函数法、桥函数法、Z变换法、数

学机械化方法等。（2）研究解的渐近性质，比如阶的估计、稳定性分析等。（3）

研究周期解、混沌解、单调解、正解的存在性。（4）研究其在数值分析、偏微分

方程、数学建模、组合数学等方面的一些应用。

尽管差分方程的研究已经有很长的历史，而且如上所述差分方程与微分方

程有很多相似之处，但这绝不意味着我们已能解决大部分差分方程的问题。有

时看起来非常简单的差分方程，比如xn+1 = axn + b
xn−k

, 分析起来就有相当难

度。与本文内容有关的一些差分方程，一般不能通过把解求出来来研究其性质。

而且，在反馈机制能力极限的研究中，需要的可能不仅仅是渐近的性质，这是带

来的另一些困难。一些具体的讨论请参看后面的章节。

2.3 差差差分分分不不不等等等式式式

定义 2.3. 如下形式的不等式

y(t + k) ≤ Φ(t, y(t), y(t + 1), · · · , y(t + k − 1), g(t)), ∀t ∈ N (2.5)

称为k阶I型差分不等式。如果上式中的不等号≤换成≥，则称为k阶II型差分不等

式。更一般的I型差分不等式可能具有形式

y(t + 1) ≤ Φ(t, y(t), y(t − 1), · · · , y(0), g(t)), ∀t ∈ N , (2.6)

可类似定义一般的II型差分不等式。

差分不等式往往与相应的差分方程有密切的关系，本文后面的章节将对涉

及到的一些差分不等式作进一步讨论。下述的Gronwall型不等式为一个典型的

例子：设K表示一个单调算子，P表示一个非负项，则Y ≤ P + KY型的不等式
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的解的上界可以通过求解相应的差分方程U = P + KU得到。这种类型的不等
式研究很多，例如：

定理 2.1. 设g(n, s, y) : N × N × R，g对y单调不减，pn ≥ 0，则差分不等式

yn ≤
n−1∑
s=0

g(n, s, ys) + pn (2.7)

的解满足y0 ≤ p0 ⇒ yn ≤ un，其中un为差分方程

un =
n−1∑
s=0

g(n, s, us) + pn, u0 = p0 (2.8)

的解。

还有很多类似的定理，它们统称为“比较原理”，这里不再列举，请参

考[4, 63]等文献。不幸的是，本文中涉及到的差分不等式，其右端往往有正有负，

有增有减，由于不能用单调算子刻画，所以不能用这些已知结果来解决，有一定

难度，需要一些新的方法，请参看后面章节的具体讨论。

2.4 含含含参参参迭迭迭代代代动动动力力力系系系统统统

我们已经知道，动力系统的内在结构将决定其轨道的性质。如果动力系统

的方程中含有参数，那么不同的参数取值就可能导致不同的轨道性质（在狭义

动力系统理论中常被称为“分岔”）。本节将简单介绍含参迭代动力系统。

定义 2.4. 对一个含参迭代动力系统，使得系统（在某种意义下）稳定的参数的

集合称为该含参迭代动力系统的稳定参数域；相应地，使得系统不稳定的参数

的集合称为该系统的不稳定参数域。

下面举一个简单的例子说明上面的概念：

例子2.4.1.

考虑xt+1 = axt + d，这里d为正常数。我们考虑有界意义下的几乎全局稳定

性（允许一个Lebesgue零测集的例外情形），显然{a : |a| < 1}为该系统的稳定参
数域，而{a : |a| ≥ 1}为该系统的不稳定参数域。

例子2.4.2.

考虑差分不等式

0 ≤ xt+1 ≤ a min
i<t

max(xt, xi) + d,



12 几类离散时间控制系统中反馈机制对付不确定性的能力与局限

这里常数d > 0, a > 0。可以证明：(i)当a < 1时，任意解序列{xt}必有界。事实
上，如若不然，可以取单增子序列xtk使得对任意tk ≤ i < tt+1都有xi ≤ xtk <

xtk+1
，从而易得xtk+1

≤ axtk + d, 再由上一例子，{xtk}有界，与反证假设矛
盾！(ii)当a ≥ 1时，不能保证{xt}必有界。这时，显然xt = td单增趋于无穷，但

满足前面的差分不等式。

以上例子非常简单，但对于多数非线性的含参迭代动力系统，特别是系统

中还含有随机噪声的情形，对稳定或不稳定参数域的分析往往比较复杂。因篇

幅限制，本节不再举其他例子，可参看其它介绍差分方程、差分不等式、非线性

动力学等方面的文献（如[4, 25, 63, 66, 80, 97, 133]）。

2.5 与与与反反反馈馈馈机机机制制制能能能力力力极极极限限限研研研究究究的的的联联联系系系

本文的主题是反馈机制的能力极限，对它的研究与含参迭代动力系统有密

切的联系。从后文可以看出，在研究反馈机制能力极限的过程中，对于有结构

或参数不确定性的系统，

1. 为了得到正面结果，我们需要构造合适的反馈控制律来设法利用后验信息

减少系统不确定性的影响，然后得到的闭环系统通常非常复杂，为证明其

稳定性，最后问题往往归结为求解某个I型差分不等式的稳定参数域问题；

2. 为了得到反面结果，我们需要对任意可能的控制律，构造出一个不确定函

数集中的系统，使得系统的输出发散，为保证构造出的系统的不稳定性，

最后问题往往归结为求解某个II型差分不等式的不稳定参数域问题。

从后面的章节中，对一些具体的不确定系统，我们将看到以上思想的应用，

在此不再举例。总的来说，对一个不确定控制系统，反馈机制所能达到的最大

能力，取决于系统的不确定函数集F的内在结构以及其“大小”。但从目前已知
的所有结果和本文中后面的工作来看，由于反馈机制U中反馈律的任意复杂性，
目前只能针对F的一些特定结构进行研究，能否在今后发展出一整套关于F内
在结构与U的定量关系的统一理论，仍是未知数，有待进一步研究。

2.6 本本本章章章小小小结结结

本章简单介绍了含参迭代动力系统（差分方程和差分不等式）以及它们与
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本文主题的联系。这一思想将贯穿本文，在后面的章节中将看到本文讨论的各

种问题最后都将归结为对某些含参迭代动力系统的研究。



第二部分

几类系统的反馈机制能力极限研究



第第第三三三章章章 结结结构构构未未未知知知情情情形形形—多多多Lipschitz常常常数数数刻刻刻画画画的的的不不不确确确定定定系系系统统统

在本章中，我们研究一类p阶非线性自回归控制系统在结构不确定情

形下的反馈机制能力极限问题，结构不确定性的大小由多个Lipschitz常

数(即L1, L2, · · · , Lp)来刻画。本章主要结果表明，如果L1, L2, · · · , Lp满足某些代

数条件，则对相应的不确定性系统，不存在全局稳定的反馈控制律。本章结果

是[121]中结果的推广。

3.1 已已已有有有结结结果果果

反馈机制能力和极限问题的研究始自[42]。在[42]中对一类参数未知的离

散时间非线性系统，严格证明了当非线性的增长率低于O(x4)时，系统是全局

稳定的；并且当其增长率超过O(x4)时，不可能设计出使得全局稳定的反馈律。

这个不确定性定理被推广到一类具有未知参数向量的不确定非线性系统，参

见[113]。

最近，在[116]中研究了一类具有非参数不确定性的一阶离散时间非线性控

制系统的反馈能力极限问题，即

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1, (3.1)

其中未知函数f(·)属于已知集合F(L) = {f : ||f || ≤ L}，这里|| · ||为一个非线性
函数的空间上引入的广义Lipschitz 范数。基于这个范数，该文对反馈机制的能

力极限给出了简单而完全的刻画：如果L < 3
2

+
√

2，则存在反馈控制律使得对

任意的f ∈ F(L)，相应的闭环系统是全局稳定的；如果L ≥ 3
2

+
√

2，则对任意

的反馈控制律和任意y0 ∈ R1，总存在某个f ∈ F(L)使得相应的闭环系统不稳

定。因此3
2

+
√

2刻画出整个反馈机制的能力和极限，这一临界数值曾被称为“魔

数”（magic number）。这一结果的证明显示如下的多项式

P (x) = x2 − (L + 1
2
)x + L (3.2)

起至关重要的作用，其中L是刻画动力系统不确定性大小的Lipschitz 常数。

类似地，对具有不确定性的连续时间非线性控制系统的采样控制问题，已

经证明如果采样周期大于一定值，那么采样反馈控制一般不是全局稳定的，即

使非线性部分具有线性增长率时也是如此(参见[118])。
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在[121]中，[116]中的系统被推广为更一般的p阶非线性控制系统，其中非线

性函数集F不确定性的大小通过单个Lipschitz常数来刻画，该文证明了对这种

不确定系统，如果p和L满足如下关系：

L + 1
2
≥ 1+p

√
pL(1 + 1

p
), pL > 1, (3.3)

那么就不存在使得系统全局稳定的控制律。从这一结果的证明中我们也可以看

出多项式

P (x) = xp+1 − (L + 1
2
)xp + L (3.4)

起着重要作用。

3.2 问问问题题题描描描述述述

在本章中，我们将进一步推广上面这个结果。为简单起见，我们考虑如下

离散时间非线性p阶控制系统模型：

yt+1 = g(yt, yt−1, · · · , yt−p+1) + ut + wt+1, t ≥ 0 (3.5)

其中非线性函数g(·)的不确定性由多个Lipschitz常数L1, L2, · · · , Lp来刻画。我们

将要讨论：(1)这些Lipschitz 常数在什么条件下，不存在反馈律使得系统全局稳

定？(2)这些Lipschitz 常数在什么条件下，能找到反馈律使得系统全局稳定？

本章中还讨论了前人的一些结果和本章结果的联系。在本章中考虑的系统，

由于不确定性用多个参数来刻画，不可能用一个或多个临界数来刻画整个反馈

机制的能力和极限，因此一般而言找到相应问题的答案变得更加困难。本章是

对这一目标的一个尝试。

3.3 反反反面面面结结结果果果

3.3.1 反反反面面面—主主主要要要结结结果果果

对反面结果而言，把噪声去掉并不影响问题本质（参见注3.3.2）。因此为方

便起见，下面只考虑系统仅有内部不确定性的情形。

考虑如下p(p ≥ 1)阶离散时间非线性模型：

yt+1 = g(yt, yt−1, · · · , yt−p+1) + ut, t ≥ 0, (3.6)
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其中，yt和ut分别为系统的输出及输入序列；未知函数g(·) : Rp → R1 属于如下

函数类：

G(L)
∆
={g(·) : Rp → R1| |g(X1) − g(X2)| ≤

p∑

i=1

Li|X(i)
1 − X

(i)
2 |, ∀X1, X2 ∈ Rp}

(3.7)

其中L = (L1, L2, · · · , Lp) ∈ Rp是含有非负分量(Li ≥ 0, i = 1, 2, · · · , p)的常向

量，且

Xj = (X
(1)
j , X

(2)
j , · · · , X

(p)
j ) ∈ Rp, j = 1, 2.

注3.3.1.

假设对任意i = 1, 2, · · · , p，函数f : Rp → R1满足

|f(x1, · · · , xi−1, x
(1)
i , xi+1, · · · , xp) − f(x1, · · · , xi−1, x

(2)
i , xi+1, · · · , xp)| ≤ Li|x(1)

i − x
(2)
i |,

那么可证得f ∈ G(L)。

直观上，G(L) 是一个由多个Lipschitz 常数L1, L2, · · · , Lp确定的函数类。

从(3.7)中可以看出，L1, L2, · · · , Lp越大，类G(L)代表的不确定性越大。因此，我

们可以把L作为衡量G(L)不确定性大小的度量。

根据第一章定义的反馈机制，我们可以定义以下关于整个反馈机制能力的

概念。

定义 3.1. 对于系统(3.6)，如果存在反馈控制律{ut} ∈ U 使得对任意函数g(·) ∈
G(L) 和任意初值(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ Rp，相应的闭环系统满足supt≥0 |yt| <

∞，则称系统(3.6)可全局镇定。

在定义3.1中，系统(3.6)中存在两种不确定性：(i)内部不确定性（或结构不确

定性）—由G(L)表述；(ii)初始条件的不确定性—由区域D表述，其中D = Rp(因

此我们使用术语“全局”)。在整个系统稳定性研究方面内部不确定性起至关重

要的作用。当内部不确定性足够大时，就可能出现系统(3.6) 对任意控制律不可

稳。定义如下：

定义 3.2. 对于系统(3.6)，如果存在无界区域D ⊆ Rp 使得对任意初始值

(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D

和任意反馈控制律{ut} ∈ U，总存在某个g(·) ∈ G(L) 在该控制律下对应的闭环

系统不稳定，即supt≥0 |yt| = ∞，则称系统(3.6)对任意控制律不可稳，
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注3.3.2.

在以上定义中，我们没有考虑外部不确定性（噪声{wt}），对反面结果来说，这
并不影响问题实质。事实上从定理证明细节中容易看到当确定性或随机干扰存

在时结果仍然成立。

注3.3.3.

在定义3.2中，区域D仅依赖于内部不确定性大小。从某种意义上来说区域D对

应于一个不能被任何反馈律对付的关于初始条件不确定性的区域。为简单起见，

在此仅要求D是非空和无界的。在有些情况下，构造出条件更严格的区域D更具

说服力，比如：在有随机噪声的情形下，由于零测集（仍有可能无界）对随机系

统通常来说没有意义，我们可能希望区域D具有正的测度。事实上这一点是可以

做到的，对下面的定理，我们可以进一步证明构造出的相应区域D的Lebesgue测

度是无穷大，其证明细节在此略去。

下面我们将证明如果Lipschitz 常数L1, L2, · · · , Lp满足某些条件，则系

统(3.6)对任意控制律不可稳。也就是说，常数L1, L2, · · · , Lp的取值区域决定

了整个反馈机制的极限。为方便起见，我们称这样的(L1, L2, · · · , Lp)的集合为

系统(3.6)的不可稳区域。

定理 3.1. 对于常数L1 ≥ 0, L2 ≥ 0, · · · , Lp ≥ 0,如果以下差分方程的解{xn, n ≥
0} 是严格单增的：

xn = (L1 +
1

2
)xn−1 + (L2 − L1)xn−2 + · · · + (Lp − Lp−1)xn−p − Lpxn−p−1 (3.8)

其初始条件为

x0 = 1, x−1 = x−2 = · · · = x−p = 0, (3.9)

那么系统(3.6)对任意控制律不可稳。

注3.3.4.

假设我们定义Lp 为满足以上条件的(L1, L2, · · · , Lp)的集合，则定理3.1 可被重

述为：如果(L1, L2, · · · , Lp) ∈ Lp, 那么系统(3.6) 对任意控制律不可稳。

推论 3.2. 下列条件为(L1, L2, · · · , Lp) ∈ Lp的必要条件：

(i) L1 > 1
2
; L2 > −L2

1 + L1 + 1
4

(当p ≥ 2)；
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(ii) 多项式

P (z) = zp+1 − (L1 +
1

2
)zp − (L2 − L1)z

p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)z + Lp (3.10)

在(1,∞)有一实根。

注3.3.5.

考虑以下解析函数在原点附近小邻域内的Taylor展开

F (z)
∆
= 1

1−(L1+ 1
2
)z−(L2−L1)z2−···−(Lp−Lp−1)zp+Lpzp+1 = c0 + c1z + c2z

2 + c3z
3 + · · · .

(3.11)

可以很容易证明定理3.1中的序列{xn} 也就是以上方程的系数{cn}。显然
由Taylor 公式，xn = cn = n!F (n)(0)，然而F (·) 的高阶导数一般很难算出。
能否将xn 用L1, L2, · · · , Lp来显式表示呢？现在我们用另一种方法来计算xn。

记a1 = L1 + 1
2
, a2 = L2 − L1, · · · , ap = Lp − Lp−1, ap+1 = −Lp，则F (z) =

1
1−(a1z+a2z2+···+ap+1zp+1)

。并应用公式 1
1−x

= 1+
∑∞

k=1 xk 和多项展开公式[19, 101]，

对任意的n > 0，我们有

xn =
∑

n1+2n2+···+(p+1)np+1=n

(n1+n2+···+np+1)!

n1!n2!···np+1!
an1

1 an2
2 · · · anp+1

p+1

=
∑

n1+2n2+···+(p+1)np+1=n

(n1+n2+···+np+1)!

n1!n2!···np+1!
×

×(L1 + 1
2
)n1(L2 − L1)

n2 · · · (Lp − Lp−1)
np(−Lp)

np+1

(3.12)

其中此式是对所有满足n1+2n2+· · ·+(p+1)np+1 = n的非负整数n1, n2, · · · , np+1求

和。

从注3.3.5 和定理3.1，由Lp的定义可以看出，这一区域还不能解析地显式表

达出来。因此为保证(L1, L2, · · · , Lp) ∈ Lp，我们需要一些其它的充分条件，在

以下的定理中将会给出一些这样的条件。

定理 3.3. 假设λ ∈ (1,∞) 是以下不等式的实解

P (z)
∆
= zp+1 − (L1 +

1

2
)zp − (L2 −L1)z

p−1 − · · · − (Lp −Lp−1)z + Lp ≤ 0. (3.13)
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且如果Li ≥ 0 (i = 1, 2, · · · , p) 和λ > 1 满足以下条件：

(?)





K1
∆
= L1 + 1

2
− λ ≥ 0;

K2
∆
= λ(L1 + 1

2
− λ) + L2 − L1 ≥ 0;

K3
∆
= λ2(L1 + 1

2
− λ) + λ(L2 − L1) + L3 − L2 ≥ 0;

...

Kp−1
∆
= λp−2(L1 + 1

2
− λ) +

∑p−2
k=1 λp−k−2(Lk+1 − Lk) ≥ 0;

(3.14)

那么必存在一个无界区域D ⊆ Rp，使得对任意的初值

(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D

和任意的反馈控制律，总存在某个g(·) ∈ G(L) 使得相应的闭环系统(3.6)不稳

定，即supt≥0 |yt| = ∞。[注：区域D 将会在定理证明中被构造出来。]

注3.3.6.

对L1 = L2 = · · · = Lp = L的情形，多项式P (z) = zp+1− (L+ 1
2
)zp +L 与(3.3)中

的多项式一致。在这种情况下，可以看出[121]中的主要定理是定理3.3的推论：

事实上，条件(?) 变为L + 1
2
≥ λ > 1，与L + 1

2
≥ p+1

√
pL(1 + 1

p
) 等价[见注3.3.7]。

特别的，p = 1时，P (z) = z2 − (L + 1
2
)z + L 与(3.2)中的二次多项式一致。因此

本定理推广了[121]和[116]中的有关结果。

注3.3.7.

容易证明：不等式P (z) = zp+1 − (L + 1
2
)zp + L ≤ 0 有一个解λ ∈ (1, L + 1

2
)

⇐⇒ L + 1
2
≥ p+1

√
pL(1 + 1

p
), pL > 1。事实上，由于

P ′(z) = (p + 1)zp−1 · (z − p

p + 1
(L +

1

2
))

和P (1) = 1
2

> 0, P (L + 1
2
) = L > 0, 可知z∗ = p

p+1
(L + 1

2
) 是z > 1 时P (z)的极

小值点，因此P (z) ≤ 0 有一个解λ ∈ (1, L + 1
2
) ⇐⇒ P (z∗) ≤ 0 ⇐⇒ L + 1

2
≥

p+1
√

pL(1 + 1
p
)。

注3.3.8.

可以给出许多充分条件来保证P (z) ≤ 0 有一解λ ∈ (1,∞)。例如，P (L1 + 1
2
) <

0即为这样的条件。也可以参考[113, 推论1–3]中给出的一些条件。
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注3.3.9.

条件(?)，看起来较为复杂，但是后面的例子将说明一般来说不能去掉这一条件。

在一些特殊情形下，这一条件能大大简化（参看推论3.6）。不过，在某种意义下

还可以放松这一条件（参看下面的定理3.7）。

进一步，我们可以证明以下命题：

命题 3.4. 如果L1, L2, · · · , Lp满足定理3.3的条件，则对任意的L̄1 ≥ L1, L̄2 ≥
L2, · · · , L̄p ≥ Lp 和同一个λ，定理3.3中的条件仍然成立。

证明: 为避免混淆，记

P̄ (z) = zp+1 − (L̄1 +
1

2
)zp − (L̄2 − L̄1)z

p−1 − · · · − (L̄p − L̄p−1)z + L̄p (3.15)

且满足

P (z) = zp+1 − (L1 +
1

2
)zp − (L2 − L1)z

p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)z + Lp. (3.16)

并假设λ > 1 以及P (λ) ≤ 0。

首先我们来证明P̄ (λ) ≤ 0。事实上，

P (λ) = λp+1 − 1

2
λp − L1(λ − 1)λp−1 − L2(λ − 1)λp−1 − · · · − Lp(λ − 1) (3.17)

P̄ (λ) = λp+1 − 1

2
λp − L̄1(λ − 1)λp−1 − L̄2(λ − 1)λp−1 − · · · − L̄p(λ − 1) (3.18)

并注意到λ > 1，L̄i ≥ Li, i = 1, 2, · · · , p,，显然可以得到P̄ (λ) ≤ P (λ) ≤ 0。类似

地，可以证明对i = 1, 2, · · · , p − 1，有

K̄i
∆
= λi−1(L̄1 + 1

2
− λ) +

∑i−1
k=1 λi−k−1(L̄k+1 − L̄k)

= λi−1(1
2
− λ) +

∑i−1
k=1 L̄k(λ − 1)λi−k−1 + L̄i

≥ λi−1(1
2
− λ) +

∑i−1
k=1 Lk(λ − 1)λi−k−1 + Li

= Ki ≥ 0.

(3.19)

命题成立。 2

命题 3.5. 对任意的λ > 1，总能找到满足定理3.3条件的L1, L2, · · · , Lp。

证明： 对任意固定的λ > 1，P (λ) = λp+1 − 1
2
λp − L1(λ − 1)λp−1 −

L2(λ − 1)λp−1 − · · · − Lp(λ − 1) 关于L1, L2, · · · , Lp是严格单减函数，并且

当Li → ∞时，P (λ)趋于−∞，因此对充分大的L1, L2, · · · , Lp，我们有P (λ) ≤ 0。

类似地，对充分大的L1, L2, · · · , Lp，我们有Ki ≥ 0。命题成立。 2
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注3.3.10.

由定理3.3，条件(?)可以写成(L1, L2, · · · , Lp) ∈ L(λ)的形式，其中(此处li 是某

一确定函数)

L(λ) = {(L1, L2, · · · , Lp)|L1 ≥ λ − 1
2
, L2 ≥ l1(L1), L3 ≥ l2(L1, L2),

· · · , Lp ≥ lp−1(L1, L2, · · · , Lp−1)}.
(3.20)

结合命题3.4和3.5，很显然对充分大的L1, L2, · · · , Lp，也即如果内部不确定性足

够大，则系统(3.6)对任意控制律不可稳。定理的实质即在于此。

推论 3.6. 定理3.3 的条件(?)可由以下任一条件替换：

(a) L1 ≥ L2 ≥ · · · ≥ Lp. (3.21)

(b) Li +
1

2
− λ ≥ 0, i = 1, 2, · · · , p. (3.22)

(c) L1 ≤ L2 ≤ · · · ≤ Lp,且 L1 +
1

2
− λ ≥ 0. (3.23)

推论3.6的证明：

(a) 定义

Kp
∆
= λp−1(L1 +

1

2
− λ) +

p−1∑

k=1

λp−k−1(Lk+1 − Lk).

由于P (λ) ≤ 0 和λ > 1, Li ≥ 0，并注意到P (λ) = −λKp + Lp，可立即得到Kp ≥
Lp/λ ≥ 0。注意到Ki+1 = λKi + (Li+1 − Li), i = 1, 2, · · · , p − 1，且L1 ≥ L2 ≥
· · · ≥ Lp，可得Kp−1 = [Kp+(Lp−1−Lp)]/λ ≥ 0，类似地，Kp−2 ≥ 0, · · · , K1 ≥ 0。

因此条件(?)成立。

(b) 事实上，如果Li + 1
2
− λ ≥ 0, i = 1, 2, · · · , p，则

K1 = L1 +
1

2
− λ ≥ 0,

K2 = λ(L1 +
1

2
− λ) + L2 − L1 ≥ (L1 +

1

2
− λ) + L2 − L1 = L2 +

1

2
− λ ≥ 0,

...

Kp−1 = λp−2(L1 +
1

2
− λ) +

p−2∑

k=1

λp−k−2(Lk+1 − Lk)

≥ (L1 +
1

2
− λ) +

p−2∑

k=1

(Lk+1 − Lk) = Lp−1 +
1

2
− λ ≥ 0.
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(c) 是(b)的特殊情形。 2

注3.3.11.

在特殊情形L1 ≥ L2 ≥ · · · ≥ Lp下，定理3.3的条件可简写为“P (z) ≤ 0在z ∈
(1,∞) 中有一个解”，它类似于[113, 定理1]中的主要条件。这表明这两个结果中

可能存在某种本质联系，表面上看这是由于两个结果的证明最后归结为讨论类

似的含参动力系统，但从系统控制的角度直接理解两个结果的相似性还有待进

一步讨论。

定理 3.7. 假设λ ∈ (1,∞)是以下不等式的一个解

P (z) = zp+1 − (L1 +
1

2
)zp − (L2 −L1)z

p−1 − · · · − (Lp −Lp−1)z + Lp ≤ 0. (3.24)

并假设ρ > 0 是以下不等式的一个解

Q(z) = zp − K1z
p−1 − K2z

p−2 − · · ·Kp−1z − Kp ≤ 0, (3.25)

其中常数K1, K2, · · · , Kp 定义为

K1 = L1 + 1
2
− λ; Ki+1 = λKi + (Li+1 − Li), i = 1, 2, · · · , p − 1. (3.26)

如果以下条件成立：

(??)





K ′
1

∆
= K1 − ρ ≥ 0;

K ′
2

∆
= ρ(K1 − ρ) + K2 ≥ 0;

K ′
3

∆
= ρ2(K1 − ρ) + ρK2 + K3 ≥ 0;
...

K ′
p−1

∆
= ρp−2(K1 − ρ) +

∑p−1
k=2 ρp−1−kKk ≥ 0;

(3.27)

则存在一个无界区域D′ ⊆ Rp，使得对任意的初值(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D′和

任意反馈律，总存在某个g(·) ∈ G(L) 使得相应的闭环系统(3.6)不稳定，

即supt≥0 |yt| = ∞。[注: 区域D′将在定理证明中构造出来。]

注3.3.12.

条件(??)与条件(?)不同，因为条件(?)中要求K2, K3, · · · , Kp必须是非负的，但是

条件(??) 没有这个要求。
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注3.3.13.

应用定理3.7中的主要思想，我们可以给出一些其它的与定理3.3和3.7不同的条

件，不过有些复杂，在此不一一列举。

注3.3.14.

类似命题3.4和3.5 的讨论对定理3.7仍成立，因此我们不再重复。

总结以上结果，可以看出存在一个无界区域L 使得对任意控制律，
当(L1, L2, · · · , Lp) ∈ L时，系统(3.6)不能全局可稳。因此不可稳区域 L 描述
了由多个Lipschitz 常数刻画的结构不确定的系统(3.6)的反馈机制的极限。

当对g(·)有更多的先验信息时，直观上不可稳区域 L 可能会缩小。作为例
子我们考虑以下p阶离散时间非线性控制系统：

yt+1 = g(yt, yt−1, · · · , yt−p+1) + ut, t ≥ 0, (3.28)

其中未知函数g(·) ∈ Gsym(L)。在此我们假设对函数g有如下先验信息：对任意

的(x1, x2, · · · , xp) ∈ Rp，如果知道g(|x1|, |x2|, · · · , |xp|)的值则相应的g(x1, x2, · · · , xp)的

值也已知。为简单起见，我们将考虑满足条件g(x1, x2, · · · , xp) = g(|x1|, |x2|, · · · , |xp|)的
函数，即系统的不确定函数集G(L)为

Gsym(L)
∆
={g ∈ G(L)|g(x1, x2, · · · , xp) = g(|x1|, |x2|, · · · , |xp|), ∀(x1, x2, · · · , xp) ∈ Rp}

(3.29)

对系统(3.28)，我们有如下结果：

定理 3.8. 对常数L1 ≥ 0, L2 ≥ 0, · · · , Lp ≥ 0，如果以下差分方程的解{xn, n ≥
0}是严格单增的：

xn = L1xn−1 + (L2 − L1)xn−2 + · · · + (Lp − Lp−1)xn−p − Lpxn−p−1 (3.30)

其初始条件满足

x0 = 1, x−1 = x−2 = · · · = x−p = 0, (3.31)

那么系统(3.28) 对任意控制律不可稳。

定理 3.9. 假设λ ∈ (1,∞)是以下不等式的解

P (z) = zp+1 − L1z
p − (L2 − L1)z

p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)z + Lp ≤ 0. (3.32)
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并且如果Li ≥ 0(i = 1, 2, · · · , p)和λ > 1 满足以下条件：





K1
∆
= L1 − λ ≥ 0;

K2
∆
= λ(L1 − λ) + L2 − L1 ≥ 0;

K3
∆
= λ2(L1 − λ) + λ(L2 − L1) + L3 − L2 ≥ 0;

...

Kp−1
∆
= λp−2(L1 − λ) +

∑p−2
k=1 λp−k−2(Lk+1 − Lk) ≥ 0;

(3.33)

则存在一个无界区域D ⊆ Rp，使得对任意的初值(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D 和任

意反馈控制律，总存在某个g(·) ∈ Gsym(L) 使得相应的闭环系统(3.28)不稳定，

即supt≥0 |yt| = ∞。

定理 3.10. 假设λ ∈ (1,∞) 是以下不等式的解

P (z) = zp+1 − L1z
p − (L2 − L1)z

p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)z + Lp ≤ 0. (3.34)

并假设ρ > 0是以下不等式的解

Q(z) = zp − K1z
p−1 − K2z

p−2 − · · ·Kp−1z − Kp ≤ 0, (3.35)

其中常数K1, K2, · · · , Kp 定义如下：

K1 = L1 − λ; Ki+1 = λKi + (Li+1 − Li), i = 1, 2, · · · , p − 1. (3.36)

如果以下条件成立





K ′
1

∆
= K1 − ρ ≥ 0;

K ′
2

∆
= ρ(K1 − ρ) + K2 ≥ 0;

K ′
3

∆
= ρ2(K1 − ρ) + ρK2 + K3 ≥ 0;

...

K ′
p−1

∆
= ρp−2(K1 − ρ) +

∑p−1
k=2 ρp−1−kKk ≥ 0;

(3.37)

则存在一个无界区域D′ ⊆ Rp，使得对任意的初值(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D′ 和任

意反馈控制律，总存在某个g(·) ∈ Gsym(L) 使得相应的闭环系统(3.28)不稳定，

即supt≥0 |yt| = ∞。



26 几类离散时间控制系统中反馈机制对付不确定性的能力与局限

注3.3.15.

以上结果(定理3.8、定理3.9、定理3.10) 分别与定理3.1，定理3.3 和定理3.7类

似，其证明也类似。系统(3.6)和(3.28)的不同在于可利用的已知信息，这些在证

明细节里有所体现。因此我们将重点放在对系统(3.6)相应结果的证明上，而对

系统(3.28)相应结果的证明我们只指出不同点。

3.3.2 反反反面面面—定定定理理理证证证明明明

在这一部分中，首先我们将给出定理3.3的证明，然后基于该证明的思想给

出其它定理的证明。对系统(3.6)，从数学上来说，定理3.1是最漂亮的结果（但

难以验证），我们将在下一小节对这些结果作进一步的讨论。

3.3.2.1 定定定理理理3.3的的的证证证明明明

首先，引入一些文献[113]，[121]中的记号。记Y0 = (y0, y−1, · · · , y−p+1) 为初

始值，yi是第i步的输出。定义

b̄t
∆
= max

−p+1≤i≤t
yi, bt

∆
= min

−p+1≤i≤t
yi (3.38)

Bt
∆
=[bt, b̄t], ∆Bt = Bt\Bt−1, 对 t > −p + 1

∆Bt
∆
= Bt = {0}, 对 t ≤ −p + 1

(3.39)

且

|Bt|
∆
= b̄t − bt, t ≥ −p + 1 与 |∆Bt|

∆
= |Bt| − |Bt−1|, t ≥ −p + 2 (3.40)

显然，由以上定义，可得

b̄t ≥ b̄t−1, bt ≤ bt−1

(b̄t − b̄t−1)(bt − bt−1) = 0

且Bt ⊆ Bt+1 对所有t ≥ −p + 1 和

Bt =
t⋃

i=−p+1

∆Bi, ∆Bi ∩ ∆Bj = ∅, (i 6= j) (3.41)

对任意点a ∈ R1，和任意集合B ⊆ R1，定义以下距离函数：

d(a,B)
∆
= inf

b∈B
|a − b| (3.42)
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显然

|∆Bt| = d(yt, Bt−1), (t ≥ −p + 2) (3.43)

根据以上的一些记号，我们根据初始条件的值来构造区域D：

D
∆
=





Y0 ∈ Rp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|B−p+2| = |∆B−p+2| > 0;

|∆B−p+3| ≥ (L1 − 1
2
)|∆B−p+2|;

|∆B−p+4| ≥ (L1 − 1
2
)|∆B−p+3| + (L2 − 1

2
)|∆B−p+2|;

...

|∆B0| ≥ (L1 − 1
2
)|∆B−1| + · · · + (Lp−2 − 1

2
)|∆B−p+2|.





(3.44)

根据D的定义，容易看出D 非空并且无界。

现在我们将引进一个R1上的函数类。对给定的Li，记：

F(Li)
∆
={f : R1 → R1| |f(x1) − f(x2)| ≤ Li|x1 − x2|, ∀x1, x2 ∈ R1} (3.45)

从(3.7) 可清楚看出：如果fi ∈ F(Li), i = 1, 2, · · · , p 且

g(x1, x2, · · · , xp) = f1(x1) + f2(x2) + · · · + fp(xp)

那么g ∈ G(L)。下面我们将对任意Y0 ∈ D和任意的反馈律ut = ht(yi, i ≤ t)构

造fi ∈ F(Li), i = 1, 2, · · · , p，使得闭环系统

yt+1 = f1(yt) + f2(yt−1) + · · · + fp(yt − p + 1) + ut (t ≥ 0)

不稳定。

下面以一个引理来开始我们的证明。

引理 3.11. 记rn
∆
= |Bn|−λ|Bn−1|, λ > 1。对任意的Y0 = (y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D，

其中D按(3.44)中定义，

(i) 如果条件(?)满足，即Ki ≥ 0, i = 1, 2, · · · , p，那么

r−p+2 ≥ 0, r−p+1 ≥ 0, · · · , r0 ≥ 0; (3.46)

(ii) 如果条件(?) 满足并且

|∆B1| ≥ L1|∆B0| + L2|∆B−1| + · · · + Lp−1|∆B−p+2| − 1
2
|B0|, (3.47)
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则r1 ≥ 0；

(iii) 进而，如果P (λ) ≤ 0，且对1 ≤ k ≤ m

|∆Bk+1| ≥ L1|∆Bk| + L2|∆Bk−1| + · · · + Lp|∆Bk−p+1| − 1
2
|Bk|, (3.48)

则当0 ≤ k ≤ m时，rk+1 ≥ 0。

引理3.11的证明： (i)显然有

r−p+2 = |B−p+2| − λ|B−p+1| = |B−p+2| = |∆B−p+2| ≥ 0;

因为|∆B−p+3| ≥ (L1 − 1
2
)|∆B−p+2|，所以有

r−p+3 = |B−p+3| − λ|B−p+2| = |∆B−p+3| + (1 − λ)|B−p+2|
≥ (L1 − 1

2
)|∆B−p+2| + (1 − λ)|B−p+2|

= (L1 + 1
2
− λ)|∆B−p+2|

= K1|∆B−p+2| ≥ 0;

(3.49)

从而|∆B−p+3| ≥ (λ − 1)|∆B−p+2|，且由于

|∆B−p+4| ≥ (L1 −
1

2
)|∆B−p+3| + (L2 −

1

2
)|∆B−p+2|,

我们可得

r−p+4 = |B−p+4| − λ|B−p+3| = |∆B−p+4| + (1 − λ)(|∆B−p+2| + |∆B−p+3|)
≥ (L1 − 1

2
)|∆B−p+3| + (L2 − 1

2
)|∆B−p+2|

+(1 − λ)(|∆B−p+2| + (λ − 1)|∆B−p+2|)
≥ (L1 − 1

2
)(λ − 1)|∆B−p+2| + (L2 − 1

2
)|∆B−p+2| + (1 − λ)λ|∆B−p+2|

= [λ(L1 + 1
2
− λ) + L2 − L1]|∆B−p+2|

= K2|∆B−p+2| ≥ 0

(3.50)

现在用归纳法来证明(3.46)。假设对所有的i ≤ k < p有r−p+i ≥ Ki−2|∆B−p+2| ≥

0成立。则由Y0 ∈ D，D的定义和等式|Bt| =
t∑

i=−p+1

|∆Bi|可得

|∆B−p+k+1| ≥ (L1−
1

2
)|B−p+k|+(L2−L1)|B−p+k−1|+ · · ·+(Lk−1−Lk−2)|B−p+2|.
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因此

r−p+k+1 = |B−p+k+1| − λ|B−p+k+1| = |∆B−p+k+1| + (1 − λ)|B−p+k|
≥ (L1 − 1

2
)|B−p+k| + (L2 − L1)|B−p+k−1| + · · · + (Lk−1 − Lk−2)|B−p+2|

+(1 − λ)|B−p+k|
= (L1 + 1

2
− λ)|B−p+k| + (L2 − L1)|B−p+k−1| + · · · + (Lk−1 − Lk−2)|B−p+2|

= (L1 + 1
2
− λ)r−p+k + [λ(L1 + 1

2
− λ) + (L2 − L1)]|B−p+k−1|

+(L3 − L2)|B−p+k−2| + · · · + (Lk−1 − Lk−2)|B−p+2|
= (L1 + 1

2
− λ)r−p+k + [λ(L1 + 1

2
− λ) + (L2 − L1)]|B−p+k−1|

+[λ2(L1 + 1
2
− λ) + λ(L2 − L1) + (L3 − L2)]|B−p+k−2|

+ · · · + (Lk−1 − Lk−2)|B−p+2|
= · · · · · · [反复 应用|Bn| = rn + |Bn−1|]
= (L1 + 1

2
− λ)r−p+k + [λ(L1 + 1

2
− λ) + (L2 − L1)]r−p+k−1

+[λ2(L1 + 1
2
− λ) + λ(L2 − L1) + (L3 − L2)]r−p+k−2 + · · ·

+[λk−2(L1 + 1
2
− λ) + λk−3(L2 − L1) + · · · + λ(Lk − Lk−1) + (Lk−1 − Lk−2)]r−p+2

= K1r−p+k + K2r−p+k−1 + · · · + Kk−1r−p+2

≥ Kk−1r−p+2 ≥ 0

(3.51)

(3.46)证毕。

(ii) 与(i)的证明类似，由已知条件可推出

r1 ≥ K1r0 + K2r−1 + · · · + Kp−1r−p+2, (3.52)

且由(i)的结果知r−p+2 ≥ 0, r−p+1 ≥ 0, · · · , r0 ≥ 0，则显然r1 ≥ 0。

(iii) 由于我们已经证得(i) 和(ii)结论成立，因此只需证：对所有的k ≤ n如

果rk ≥ 0满足，rn+1 ≥ 0成立即可。事实上，对k = n + 1, n, · · · , n − p + 1，反复

把|Bk| = rk + λ|Bk−1| 代入(3.48)，可得

rn+1 ≥ (L1 + 1
2
− λ)rn

+[λ(L1 + 1
2
− λ) + L2 − L1]rn−1

+[λ2(L1 + 1
2
− λ) + λ(L2 − L1) + L3 − L2]rn−2

+
...

+[λp−1(L1 + 1
2
− λ) +

∑p−1
k=1 λp−k−1(Lk+1 − Lk)]rn−p+1

+[λp(L1 + 1
2
− λ) +

∑p−1
k=1 λp−k(Lk+1 − Lk) − Lp]|Bn−p|

(3.53)
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注意到最后一项正是−P (λ)|Bn−p|, 由假设P (λ) ≤ 0知此项不小于0。因此可得

rn+1 ≥ K1rn + K2rn−1 + · · · + Kprn−p+1 (3.54)

其中K1, K2, · · · , Kp 在定理3.3中定义。从而对n − p + 1 ≤ k ≤ n，如果rk ≥ 0，

则rn+1 ≥ 0成立。 2

定理3.3的证明: 我们把证明过程分为四部分。

第1步.对任意的Y0 = (y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D,首先来证明在条件(?)下，Y0的

各个分量互不相同。事实上, 由(3.41), 可得

|Bt| =
t∑

i=−p+1

|∆Bi|

由于Y0 ∈ D, 再由D的定义和以上等式, 可得对i = 3, 4, · · · , p有

|∆B−p+i| ≥ (L1 − 1
2
)|B−p+i−1| + (L2 − L1)|B−p+i−2| + · · · + (Li−2 − Li−3)|B−p+2|

(3.55)

且

|∆B−p+2| > 0. (3.56)

注意到λ > 1 和条件(?), 有

|∆B−p+3| ≥ (L1 − 1
2
)|∆B−p+2|

= [(L1 + 1
2
− λ) + (λ − 1)]|∆B−p+2|

= [K1 + (λ − 1)]|∆B−p+2| > 0;

(3.57)

从而由L1 − 1
2
≥ λ − 1, 可得

|∆B−p+4| ≥ (L1 − 1
2
)|∆B−p+3| + (L2 − 1

2
)|∆B−p+2|

≥ (λ − 1)[(L1 + 1
2
− λ) + (λ − 1)]|∆B−p+2|

+[(L2 − L1) + (L1 + 1
2
− λ) + (λ − 1)]|∆B−p+2|

= [λ(L1 + 1
2
− λ) + (L2 − L1) + λ(λ − 1)]|∆B−p+2|

= [K2 + λ(λ − 1)]|∆B−p+2| > 0;

(3.58)

进而, 可以证明

|∆B−p+i| ≥ [Ki−2 + λi−3(λ − 1)]|∆B−p+2| > 0 对 i = 3, 4, · · · , p. (3.59)
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事实上, 由引理3.11 (i), 可知

|B−p+3| ≥ λ|B−p+2|, |B−p+4| ≥ λ|B−p+3|, · · · , |B0| ≥ λ|B−1|. (3.60)

从而|B−p+k| ≥ λk−2|B−p+2| (k = 3, 4, · · · , p), 因此对i = 3, 4, · · · , p,

|∆B−p+i| ≥ (L1 − 1
2
)|B−p+i−1| + (L2 − L1)|B−p+i−2| + · · · + (Li−2 − Li−3)|B−p+2|

≥ [(L1 − 1
2
)λi−3 + (L2 − L1)λ

i−4 + · · · + (Li−2 − Li−3)]|B−p+2|
= [Ki−2 + λi−3(λ − 1)]|B−p+2| > 0.

(3.61)

这样我们就证明了|∆B−p+i| > 0, 即 y−p+i /∈ B−p+i−1, i = 3, 4, · · · , p,

且y0, y−1, · · · , y−p+1 在条件(?)下不同。因此我们可以取任意（固定）常数aij ∈
R1, i = 1, 2, · · · , p − 1; j = −i,−i − 1, · · · ,−p + 1, 使得

|aij − aik| ≤ Li|yj − yk|, ∀k < j (3.62)

且选取fi(yj) 为aij，即

fi(yj) = aij, i = 1, 2, · · · , p − 1; j = −i,−i − 1, · · · ,−p + 1;

fp(y−p+1) = ap,−p+1.
(3.63)

定义

F−1
∆
={(f1, f2, · · · , fp) | fi ∈ F(Li), i = 1, 2, · · · , p, 也满足 (3.63)}. (3.64)

显然, F−1 6= ∅,其中∅ 为空集。
定义

b−p+i−1
∆
=

{
b̄−p+i−1, 如果 y−p+i > b̄−p+i−1

b−p+i−1, 如果 y−p+i < b̄−p+i−1

(3.65)

由(3.64), 可以看出对任意(f1, f2, · · · , fp) ∈ F−1，fi(b−i), i = 1, 2, · · · , p − 1 都是

常数。这是因为fi ∈ F(Li), fi(y−i+1) 可以为以下区间的任意值:

[ fi(b−i) − Li|∆B−i+1|, fi(b−i) + Li|∆B−i+1| ], i = 1, 2, · · · , p − 1.
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第2步. 接下来定义

F ′
0

∆
=








f1

f2

· · ·
fp




∈ F−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(y0) = f1(b−1) + L1|∆B0|
f2(y−1) = f2(b−2) + L2|∆B−1|

...

fp−1(y−p+2) = fp−1(b−p+1) + Lp−1|∆B−p+2|




(3.66)

F ′′
0

∆
=








f1

f2

· · ·
fp




∈ F−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(y0) = f1(b−1) − L1|∆B0|
f2(y−1) = f2(b−2) − L2|∆B−1|

...

fp−1(y−p+2) = fp−1(b−p+1) − Lp−1|∆B−p+2|




(3.67)

和任意的u0 = h0(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ R1, w1 ∈ R1, 则

|(f ′
1(y0) + f ′

2(y−1) + · · · + f ′
p−1(y−p+2) + u0) − (f ′′

1 (y0) + f ′′
2 (y−1) + · · · + f ′

p−1(y−p+2) + u0)|
= 2L1|∆B0| + 2L2|∆B−1| + · · · + 2Lp−1|∆B−p+2|

(3.68)

由此, 显然可得

max {d(f ′
1(y0) + f ′

2(y−1) + · · · + f ′
p−1(y−p+2) + u0,

b0+b̄0
2

),

d(f ′′
1 (y0) + f ′′

2 (y−1) + · · · + f ′′
p−1(y−p+2) + u0,

b0+b̄0
2

)}
≥ L1|∆B0| + L2|∆B−1| + · · · + Lp−1|∆B−p+2|.

(3.69)

且

max {d(f ′
1(y0) + f ′

2(y−1) + · · · + f ′
p−1(y−p+2) + u0, B0),

d(f ′′
1 (y0) + f ′′

2 (y−1) + · · · + f ′
p−1(y−p+2) + u0, B0)}

≥ L1|∆B0| + L2|∆B−1| + · · · + Lp−1|∆B−p+2| − 1
2
|B0|.

(3.70)

现在定义

F0
∆
=





F ′
0, 如果 d(f ′

1(y0) + f ′
2(y−1) + · · · + f ′

p−1(y−p+2) + u0, B0)

≥ L1|∆B0| + L2|∆B−1| + · · · + Lp−1|∆B−p+2| − 1
2
|B0|,

F ′′
0 , 否则.

(3.71)
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显然, F0 6= ∅, 且对所有(f1, f2, · · · , fp) ∈ F0, y1, f1(y0), · · · , fp(y−p+1) 都是常

数。且

|∆B1| = d(y1, B0) = d(f1(y0) + f2(y−1) + · · · + fp−1(y−p+2) + u0, B0)

≥ L1|∆B0| + L2|∆B−1| + · · · + Lp−1|∆B−p+2| − 1
2
|B0|.

(3.72)

由引理3.11 (ii), |B1| ≥ λ|B0|, 从而

|∆B1| = |B1| − |B0| ≥ (λ − 1)|B0| > 0. (3.73)

所以y1 /∈ B0 = [b0, b̄0], 记

b0
∆
=

{
b̄0, 如果 y1 > b̄0

b0, 如果 y1 < b0

(3.74)

由以上我们可以看出对所有的(f1, f2, · · · , fp) ∈ F0，f1(b0), f2(b−1), · · · , fp(b−p+1)

都是常数。

第3步. 假设{yj, f1(yj−1), f2(yj−2), · · · , fp(yj−p), j ≤ k, k ≥ 1} 已经确定,

则fi(bj−i), i = 1, 2, · · · , p 对所有的(f1, f2, · · · , fp) ∈ Fk−1都为常数。现在定义

F ′
k

∆
=








f1

f2

· · ·
fp




∈ Fk−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(yk) = f1(bk−1) + L1|∆Bk|
f2(yk−1) = f2(bk−2) + L2|∆Bk−1|

...

fp(yk−p+1) = fp(bk−p) + Lp|∆Bk−p+1|





(3.75)

F ′′
k

∆
=








f1

f2

· · ·
fp




∈ Fk−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f1(yk) = f1(bk−1) − L1|∆Bk|
f2(yk−1) = f2(bk−2) − L2|∆Bk−1|

...

fp(yk−p+1) = fp(bk−p) − Lp|∆Bk−p+1|





(3.76)

则与第2步类似, 对任意(f ′
1, f

′
2, · · · , f ′

p) ∈ F ′
k, (f ′′

1 , f ′′
2 , · · · , f ′′

p ) ∈ F ′′
k , 可得

max{ d(f ′
1(yk) + f ′

2(yk−1) + · · · + f ′
p(yk−p+1) + uk, Bk),

d(f ′′
1 (yk) + f ′′

2 (yk−1) + · · · + f ′′
p (yk−p+1) + uk, Bk) }

≥ L1|∆Bk| + L2|∆Bk−1| + · · · + Lp|∆Bk−p+1| − 1
2
|Bk|.

(3.77)
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定义

Fk
∆
=





F ′
k, 如果 d(f ′

1(yk) + f ′
2(yk−1) + · · · + f ′

p(yk−p+1) + uk, Bk)

≥ L1|∆Bk| + L2|∆Bk−1| + · · · + Lp|∆Bk−p+1| − 1
2
|Bk|.

F ′′
k , 否则

(3.78)

则对任意的(f1, f2, · · · , fp) ∈ Fk, yk+1, f1(yk), f2(yk−1), · · · , fp(yk−p+1) 是确定的,

且

|∆Bk+1| = d(yk+1, Bk) = d(f1(yk) + f2(yk−1) + · · · + fp(yk−p+1) + uk, Bk)

≥ L1|∆Bk| + L2|∆Bk−1| + · · · + Lp|∆Bk−p+1| − 1
2
|Bk|.

(3.79)

由引理3.11 (iii), |Bk+1| ≥ λ|Bk|, 从而, |∆Bk+1| ≥ (λ − 1)|Bk| > 0, 因此yk+1 /∈
Bk。定义

bk
∆
=

{
b̄k, if yk+1 > b̄k

bk, if yk+1 < bk

(3.80)

第4步. 由引理3.11 (iii), rn ≥ 0,∀n > 0. 则对所有的n > 0, |Bn| ≥ λ|Bn−1|,
且由于λ > 1, |B−p+2| > 0, 可得|Bn| = λn+p−2|B−p+2| → ∞当n → ∞。因此
由|Bk|的定义可知lim sup

t→∞
|yt| = ∞。

对任意k ≥ −p + 1，注意到yk+1 6∈ Bk, (fk
1 (yk), f

k
2 (yk−1), · · · , fk

p (yk−p+1)) 以

及(fk
1 , fk

2 , · · · , fk
p ) ∈ Fk是独立的，因此可以定义

F∞
∆
={(f1, · · · , fp)

τ ∈ F−1|fi(yk−i+1) = fk
i (yk−i+1), (f

k
1 , fk

2 , · · · , fk
p )τ ∈ Fk, k ≥ 0}.

(3.81)

记

b̄∞
∆
= lim

k→∞
b̄k, b∞

∆
= lim

k→∞
bk, (3.82)

从|Bn| = λn+p−2|B−p+2| → ∞,可知存在三种可能情形:

情形1: b∞ = −∞, b̄∞ < ∞.

首先，如果存在l > 0 使得yl = b̄∞, 那么可记x̄∞
i

∆
= f l+i−1

i (yl), 其值在Fl+i−1

或F−1中给出。

否则必存在{yj}的子列{yjk
}使得

|∆Bjk+1| = yjk+1 − yjk
, 且 lim

k→∞
yjk

= b̄∞. (3.83)
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因此{yjk
}为一Cauchy 序列。又对任意m > n

|f jm+i−1
i (yjm) − f jn+i−1

i (yjn)| = |f jm+i−1
i (yjm) − f jm+i−1

i (yjn)| ≤ Li|yjm − yjn|,
(3.84)

其中f jk+i−1
i (yjk

)的值在Fjk+i−1中给出，因此序列{f jk+i−1
i (yjk

)}也是一Cauchy 序

列。记

x̄∞
i

∆
= lim

k→∞
f jk+i−1

i (yjk
), (3.85)

现在我们可以定义(i = 1, 2, · · · , p),

f∞
i (x)

∆
=

{
(yk, f

k+i−1
i (yk))的线性插值, 对 x < b̄∞

x̄∞
i 否则

(3.86)

情形2: b∞ > −∞, b̄∞ = ∞. 与情形1类似，我们可以定义x∞
i 和

f∞
i (x)

∆
=

{
(yk, f

k+i−1
i (yk))的线性插值, 对 x > b∞

x∞
i 否则

(3.87)

情形3: b∞ = −∞, b̄∞ = ∞. 定义

f∞
i (x)

∆
=(yk, f

k+i−1
i (yk))的线性插值 (3.88)

显然，不管哪一种情形，都有(f∞
1 , f∞

2 , · · · , f∞
p ) ∈ F∞。因此, F∞ 6= ∅。对任

意的(f∞
1 , f∞

2 , · · · , f∞
p ) ∈ F∞, 定义

g(x1, x2, · · · , xp)
∆
= f∞

1 (x1) + f∞
2 (x2) + · · · + f∞

p (xp), (3.89)

则g ∈ G(L)。从而确实存在某个g ∈ G(L)使得以下闭环系统

yt+1 = g(yt, yt−1, · · · , yt−p+1) + ut (3.90)

不稳定。定理3.3证毕。 2

3.3.2.2 定定定理理理3.7的的的证证证明明明

其证明与定理3.3类似, 因此我们只需指出两者不同即可。主要思想仍是证

明：对任意的n > 0，rn = |Bn| − λ|Bn−1| ≥ 0成立。关于rn的不等式仍为

rn+1 ≥ K1rn + K2rn−1 + · · · + Kprn−p+1, (3.91)
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我们要证如果s−p+2 ≥ 0, s−p+1 ≥ 0, · · · , s0 ≥ 0，则在条件(??)下有rn ≥ 0成立。

这里sk = rk − ρrk−1, 且ρ > 0 为以下不等式的解

Q(z) = zp − K1z
p−1 − K2z

p−2 − · · ·Kp−1z − Kp ≤ 0.

把rk = sk + ρrk−1反复代入(3.91)，可得

sn+1 ≥ (K1 − ρ)sn + [ρ(K1 − ρ) + K2]sn−1

+[ρ2(K1 − ρ) + ρK2 + K3]sn−2

+ · · ·
+[ρp−2(K1 − ρ) +

∑p−1
k=2 ρp−1−kKk]sn−p+2

+[ρp−1(K1 − ρ) +
∑p

k=2 ρp−kKk]rn−p+1

(3.92)

注意到以上不等式中右边最后一项正是−Q(ρ)rn−p+1, 由假设知其系数−Q(ρ) ≥
0。因此我们可得

sn+1 ≥ K ′
1sn + K ′

2sn−1 + · · · + K ′
p−1sn−p+2 − Q(ρ)rn−p+1 (3.93)

其中K ′
i (i = 1, 2, · · · , p − 1) 在定理3.7中定义。条件(??) 指K ′

i ≥ 0 (i =

1, 2, · · · , p − 1), 因此如果r−p+1 ≥ 0, s−p+2 = r−p+2 − ρr−p+1 ≥ 0, · · · , s0 =

r0−ρr−1 ≥ 0,可得r−p+3 ≥ ρr−p+2 ≥ 0, · · · , r0 ≥ ρr−1 ≥ 0,从而由(3.93),显然对

所有的n > 0，有sn = rn − ρrn−1 ≥ 0 和rn ≥ ρrn−1 ≥ · · · ≥ ρn+p−2 · r−p+2 ≥ 0成

立。

现在我们来证明确实存在一个无界区域D′ 使得

s−p+2 ≥ 0, s−p+1 ≥ 0, · · · , s0 ≥ 0 (3.94)

对所有的初值(y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D′都成立。事实上，我们可以按以下方式构

造区域D′：

D′ ∆
=





Y0 ∈ Rp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|B−p+2| = |∆B−p+2| > 0;

|∆B−p+3| ≥ (ρ + λ − 1)|∆B−p+2|;
|∆B−p+4| ≥ (ρ + λ − 1)|∆B−p+3| + (ρ + λ − 1 − ρλ)|∆B−p+2|;

...

|∆B0| ≥ (ρ + λ − 1)|∆B−1| + (ρ + λ − 1 − ρλ){|∆B−2| + · · · + |∆B−p+2|}.





(3.95)
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显然D′ 是非空和无界的。对任意的Y0 = (y0, y−1, · · · , y−p+1) ∈ D′, 由于Y0 ∈ D′,

可以看出s−p+2 = r−p+2 = |B−p+2| > 0。由sk的定义，即

sk = rk − ρrk−1 = (|Bk| − λ|Bk−1|) − ρ(|Bk−1| − λ|Bk−2|)
= |∆Bk| + |Bk−1| − (ρ + λ)|Bk−1| + ρλ|Bk−2|
= |∆Bk| − (ρ + λ − 1)|∆Bk−1| − (ρ + λ − 1 − ρλ)|Bk−2|

(3.96)

我们可以很容易证明如果Y0 ∈ D′, 则

s−p+1 ≥ 0, s−p ≥ 0, · · · , s0 ≥ 0. (3.97)

这样与定理3.3类似,可以完成定理3.7的证明。 2

3.3.2.3 定定定理理理3.9和和和定定定理理理3.10的的的证证证明明明

我们采用[116, 定理2.4]证明的一些思想来证明这两个定理。在此只需证明

在定理3.9 或定理3.10的条件下, 对任意反馈律{ut}, 总存在某个g ∈ Gsym(L) 使

得相应的闭环系统(3.28)不可稳。

为了找到这样的g ∈ Gsym(L) (依赖于{ut}), 我们的方法是构造一个非
增的非空的序列集合Ft ⊆ Gsym(L), t = 0, 1, 2, · · · (依赖于{ut}) 使得对任意
的f ∈ Ft，{|yt|, 0 ≤ i ≤ t + 1} 严格单增。这种构造技巧与定理3.3 或定理3.7证

明中的技巧类似，因此我们仅需指出两者间差别。

首先我们定义区域D 为

D
∆
=





Y0 ∈ Rp

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

|B−p+2| = |∆B−p+2| > 0;

|∆B−p+3| ≥ L1|∆B−p+2|;
|∆B−p+4| ≥ L1|∆B−p+3| + L2|∆B−p+2|;

...

|∆B0| ≥ L1|∆B−1| + L2|∆B−2| + · · · + Lp−2|∆B−p+2|.





(3.98)

并定义多项式P (z) 为

P (z) = zp+1 − (L1 + 1)zp − (L2 − L1)z
p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)z + Lp. (3.99)

我们采用以下不等式代替不等式(3.79),

|∆Bk+1| = d(|yk+1|, |yk|) = d(f1(yk) + f2(yk−1) + · · · + fp(yk−p+1) + uk, |yk|)
≥ L1|∆Bk| + L2|∆Bk−1| + · · · + Lp|∆Bk−p+1|.

(3.100)
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从而跟定理3.3 或定理3.7类似, 可以完成定理3.9 和定理3.10的证明。 2

3.3.2.4 定定定理理理3.1 和和和定定定理理理3.8的的的证证证明明明

基于定理3.3的证明思想, 我们可以给出定理3.1的证明。由于定理3.8的证明

本质上与定理3.1的证明类似, 所以我们只需给出定理3.1的证明。

从定理3.3和3.7的证明, 可以看出条件(?) 或(??) 或其他类似(但更复杂一

些)条件的给出主要是保证在某种初始条件下，对任意的t和|Bt| → ∞当t → ∞，
有|∆Bt| > 0 成立。其中

|∆Bk+1| ≥ L1|∆Bk| + L2|∆Bk−1| + · · · + Lp|∆Bk−p+1| − 1
2
|Bk| (3.101)

或

|Bk+1| ≥ (L1 + 1
2
)|Bk| + (L2 − L1)|Bk−1| + · · · + (Lp − Lp−1)|Bk−p+1| − Lp|Bk−p|

(3.102)

事实上为保证以上不等式成立，我们需要一些有关差分方程与不等式的结果。

首先我们给出几个引理。

引理 3.12. 考虑以下差分不等式:

zn ≥ a1zn−1 + a2zn−2 + · · · + apzn−p + ap+1zn−p−1. (3.103)

且记{xn}为相应的差分方程的解

xn = a1xn−1 + a2xn−2 + · · · + ap+1xn−p−1 (3.104)

其初始条件为

x0 = 1, x−1 = x−2 = · · · = x−p = 0. (3.105)

(i) 在某些初值条件下，对任意n > 0，不等式(3.103)的每个解{zn}是正值
的充要条件是对任意的n > 0，有xn > 0成立。

(ii) 在某些初值条件下，当n → ∞时，不等式(3.103)的每个解{zn}严格单
增趋于∞的充要条件是当n → ∞时，xn 严格 趋于∞。

证明: 为方便起见, 我们定义vn为以下差分方程的解

vn = a1vn−1 + a2vn−2 + · · · + ap+1vn−p−1 (3.106)
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其初始条件

vk = c0, vk−1 = c1, · · · , vk−p = cp (3.107)

记做T
(k)
n (c0, c1, · · · , cp)。由此定义, T

(k)
n 关于(c0, c1, · · · , cp)是线性的。显然,

由xn的定义, 可得xn = T (0)(1, 0, · · · , 0)。

则对不等式(3.103)的解{zn} , 我们可以证明对任意的n > 0,

zn = z(0)
n + z(1)

n + z(2)
n + · · · + z(n−1)

n + dn, (3.108)

其中{dk} 是一个非负序列且

z
(0)
n = T

(0)
n (z0, z−1, · · · , z−p),

z
(k)
n = T

(k)
n (dk, 0, · · · , 0) 对 k > 0.

(3.109)

事实上, 给出z0, z−1, · · · , z−p, 我们可以定义z
(0)
n = T

(0)
n (z0, z−1, · · · , z−p); 由

于z1 ≥ a1z0+a2z−1+· · ·+ap+1z−p,可定义d1 = z1−(a1z0+a2z−1+· · ·+ap+1z−p) =

z1 − z
(0)
1 , 且让z

(1)
n = T

(1)
n (d1, 0, · · · , 0). 因此

a1z1 + a2z0 + · · · + ap+1z−p+1

= a1d1 + (a1z
(0)
1 + a2z0 + · · · + ap+1z−p+1)

= T
(1)
2 (d1, 0, · · · , 0) + T

(0)
2 (z0, z−1, · · · , z−p)

= z
(1)
2 + z

(0)
2 ,

(3.110)

且因z2 ≥ a1z1 + a2z0 + · · · + ap+1z−p+1, 可定义d2 = z2 − (a1z1 + a2z0 + · · · +

ap+1z−p+1) = z2 − z
(1)
2 − z

(0)
2 , 并让z

(2)
n = T

(1)
n (d2, 0, · · · , 0). 反复此过程,我们可以

看出(3.108)成立。

因此不等式(3.103)的每个解都对应初始值z0, z−1, · · · , z−p 和一个非负序

列{dk}。显然, 反过来也同样成立：给出初始值z0, z−1, · · · , z−p 和一个非负序

列{dk}, 相应的我们可以得到不等式(3.103)的一个解{zn}。
注意到差分方程(3.108)是线性的, 对k > 0, 由T

(k)
n 和xn的定义,

z(k)
n = T (k)

n (dk, 0, · · · , 0) = dkT
(k)
n (1, 0, · · · , 0) = dkxn−k, (3.111)

因此我们可以重新改写式(3.108) 为

zn = z
(0)
n + d1xn−1 + d2xn−2 + · · · + dn−1x1 + dn. (3.112)
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(i) 充分性可以很容易证明。事实上, 对任意n > 0，假设xn > 0 , 我们只

需取初值z0 = c, z−1 = z−2 = · · · = z−p = 0, 其中c > 0 可以为任意正实数，

因此z
(0)
n = T

(0)
n (c, 0, · · · , 0) = cxn > 0。从而对任意的非负数序列{dk}及任意

的n > 0，zn = z
(0)
n + d1xn−1 + d2xn−2 + · · · + dn−1x1 + dn > 0 成立。

接下来证明必要性。假设z0, z−1, · · · , z−p可取任意值[在以下讨论中固定],

不等式(3.103)的每个解zn(n > 0)为正值。因此由等式(3.108), 对每个正数序

列{dk}及任意整数n > 0,

zn = z(0)
n + d1xn−1 + d2xn−2 + · · · + dn−1x1 + dn (3.113)

必为正值。为证明这一点,则对任意n > 0必有xn ≥ 0，下面我们采用反证法来

证明。实际上, 假设存在某个n = N使得xN < 0, 由d1的任意性知对充分大的d1，

式zN+1 = z
(0)
N+1 + d1xN + d2xN−1 + · · · + dn 为负值，这与zN+1 > 0矛盾。

(ii) 充分性与(i)中类似很容易证明。另外由正数{dk}的任意性和反证法，可
以像(i)中那样来证得必要性。 2

引理 3.13. 设{xn} 为如下差分方程的解

xn = (L1 +
1

2
)xn−1 + (L2 −L1)xn−2 + · · ·+ (Lp −Lp−1)xn−p −Lpxn−p−1 (3.114)

其初始条件满足

x0 = 1, x−1 = x−2 = · · · = x−p = 0, (3.115)

其中L1, L2, · · · , Lp 为正实数。则如下的条件是相互等价的：

1. 当n → ∞时，xn 严格单增趋于∞；

2. xn 严格单增，即对任意的n > 0，xn−1 < xn ;

3. 对任意的n > 0，F (n−1)(0) < nF (n)(0) , 其中函数F (z) 的定义在注3.3.5中

给出。

证明: 显然1 =⇒ 2. 现在我们来证明2 =⇒ 1。事实上,若不然, 则由条件1,

lim
n→∞

xn = A < ∞ 存在, 且通过在等式(3.114)两边取极限, 可得

A = (L1 +
1

2
)A + (L2 − L1)A + · · · + (Lp − Lp−1)A − LpA =

1

2
A, (3.116)
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因此A = 0, 这与1 = x0 < x1 < x2 < · · · ≤ lim
n→∞

xn = A矛盾。

2 ⇐⇒ 3 可由注3.3.5直接得出。 2

为便于叙述, 我们引入以下两个条件:

条件A 对|B0|, |B−1|, · · · , |B−p+1|存在某种初始条件, 使得对不等式(3.102)的任

意解{|Bt|}, 总能得到对任意的t > 0，有|∆Bt| > 0和当t → ∞时，|Bt| → ∞。
条件B 以下差分方程的解{xn, n ≥ 0} 是严格单增的：

xn = (L1 +
1

2
)xn−1 + (L2 −L1)xn−2 + · · ·+ (Lp −Lp−1)xn−p −Lpxn−p−1 (3.117)

其初始条件为

x0 = 1, x−1 = x−2 = · · · = x−p = 0. (3.118)

基于引理3.12和3.13, 立即可得

命题 3.14. 条件A成立当且仅当条件B成立。

条件A或B是否成立依赖于L = (L1, L2, · · · , Lp)的取值。因此每一个条件决

定了L的一个区域。命题3.14断定：条件A和B决定的区域是一样的。条件B仅

涉及差分方程，而条件A涉及差分不等式，因此验证条件B要比验证条件A的

困难小得多。而根据前面定理的证明，条件A决定了反馈机制的极限，从而命

题3.14将这一问题与线性差分方程联系了起来。

条件B正是定理3.1的条件。因此定义

Lp
∆
={(L1, L2, · · · , Lp)|Li ≥ 0(i = 1, 2, · · · , p);条件B成立},

继而通过应用以上证明中给出的主要思想，我们可得到定理3.1。 2

我们仍然不知道哪些L1, L2, · · · , Lp 可使命题3.14中的条件B成立。能否找

到便于验证的条件使得条件B成立？怎样计算Lp？对p = 2的特殊情形，我们将

在下一小节中作一些计算和分析。

现在我们引入另一条件,当给出L1, L2, · · · , Lp时，可以对其直接验证。

条件C: 这一条件要求λ0 ∈ R 和λ0 > 1, 其中λ0, λ1, · · · , λp 是以下多项式的

根

P (z) = zp+1 − (L1 +
1

2
)zp − (L2 − L1)z

p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)z + Lp (3.119)

其大小顺序为

|λ0| ≥ |λ1| ≥ · · · ≥ |λp|. (3.120)
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条件B* 序列{xn, n ≥ 0} 是渐近严格单增的，即存在整数N ≥ 0 使得对任

意的n > N，xn < xn+1 . 其中{xn} 在条件B中定义。

显然条件B比条件B*要强一些。下面我们可以证明

命题 3.15. 条件B* 成立当且仅当条件C 成立。

必要性证明：考虑条件B中定义的{xn}。假设当n → ∞时，{xn} 渐近单增
趋于∞ 。因此我们只需证明λ0 ≥ 1，因为P (1) = 1

2
6= 0 这意味着1 不是P (z)的

根。

首先我们来考虑P (z) 所有根都不同的情形。由线性差分方程的基本定理,

必有

xn = c0λ
n
0 + c1λ

n
1 + · · · + cpλ

n
p , (3.121)

其中c0, c1, · · · , cp 是由初始条件决定的一些常数。事实上我们可以证明

c0 =
λp
0

(λ0−λ1)(λ0−λ2)····(λ0−λp)
,

c1 =
λp
1

(λ1−λ0)(λ1−λ2)····(λ1−λp)
,

...

cp =
λp

p

(λp−λ0)(λp−λ1)····(λp−λp−1)
,

(3.122)

这可以由以下线性方程得到

c0 + c1 + · · · + cp = 1,

c0λ
−1
0 + c1λ

−1
1 + · · · + cpλ

−1
p = 0,

...

c0λ
−p
0 + c1λ

−p
1 + · · · + cpλ

−p
p = 0.

(3.123)

显然

lim
n→∞

xn+1

xn

= lim
n→∞

λ0 + c1λ1

c0
(λ1

λ0
)n + · · · + cpλp

c0
(λp

λ0
)n

1 + c1
c0

(λ1

λ0
)n + · · · + cp

c0
(λp

λ0
)n

(3.124)

因此如果|λ0| 6= |λ1|, 可得|λ0| > |λ1| ≥ · · · ≥ |λp|。从而对i = 1, 2, · · · , p，

当n → ∞时，( λi

λ0
)n → 0，所以 lim

n→∞
xn+1

xn
= λ0 ≥ 1。现在考虑|λ0| = |λ1|的情形，

显然λ0 和λ1 不能同时为实数, 若不然则有λ1 = −λ0 且{xn} 为振荡序列。因
此λ0 和λ1 必为共轭复数，即λ0,1 = re±iω = r(cos ω ± i sin ω)，并且我们知道λ0,1

在xn中的贡献是

c0λ
n
0 + c1λ

n
1 = c′0r

n cos(nω + c′1),
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当n → ∞时这将是振荡的, 因此{xn} 不可能是严格单增的,这与条件B*矛盾。

现在考虑一般情形。与上面讨论类似, 我们只需考虑具有最大模的根λ0。假

设λ0 是多项式P (z)的k (k > 1) 重根。(1) 如果λ0 为一实数, 则λ0 = λ1 = · · · =

λk−1 在xn 中的贡献是

(c0 + c1n + · · · + ck−1n
k−1)λn

0 ,

从而与(3.124)类似，可得

lim
n→∞

xn+1

xn

= λ0 ≥ 1. (3.125)

(2) 否则, λ0 = reiω 为一复数, 且re−iω 必为多项式P (z)的k重根。则k重共扼复

根re±iω对xn的贡献为

[c′0 cos(nω + c′1) + c′2n cos(nω + c′3) + · · · + c′2(k−1)n
k−1 cos(nω + c′2k−1)]r

n,

显然当n → ∞时上式震荡趋于无穷远, 从而{xn} 不可能是严格单增的, 这与条

件B*矛盾。

总之，我们证明了多项式P (z)的具有最大模的根λ0必为实数且有λ0 > 1。

充分性证明: 我们仅需证明当λ0 ∈ R且λ0 > 1时， lim
n→∞

xn+1

xn
> 1。假

设λ0 是多项式P (z) 的k 重根, 则由线性差分方程定理，根λ0在xn中的贡献

是K(n) = (c0 + c1n + · · · + ck−1n
k−1)λn

0。由于λ0 是具有最大模的根, 所以其它

根在xn中的贡献是o(K(n))。因此xn = K(n) + o(K(n)), 从而有

lim
n→∞

xn+1

xn

= lim
n→∞

K(n + 1)

K(n)
= λ0 > 1 (3.126)

命题3.15得证。 2

由命题3.15可知条件C是条件B成立的必要条件, 那么我们会问: 它是条

件B的充分条件吗？从计算机数值计算结果来看，答案似乎是肯定的[详细参看

下一节]，因此我们猜想

命题 3.16. 条件B 成立当且仅当条件C 成立。

为证明这一猜测, 我们只需证明条件B* 蕴含着条件B。由于很少有工具能

处理序列的非渐近性质，这一猜测目前还没找到证明的方法。如果我们能严格

证明上面的猜测，则可以重新定义集合Lp为

Lp
∆
={(L1, L2, · · · , Lp)|Li ≥ 0(i = 1, 2, · · · , p);条件C成立}, (3.127)

当给出L1, L2, · · · , Lp的情况下，条件C可以直接验证。
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3.3.3 反反反面面面—进进进一一一步步步讨讨讨论论论

很自然地人们会问以下问题:

1. 我们已经推广了以前的结果，那么是多大程度上的推广？

2. 前面的结果没有直接算出不可稳区域(L1, L2, · · · , Lp)，那么能否显式地写

出此区域？

3. 定理3.3，3.7和3.1中的条件容易验证吗？

为了回答这些问题，在这一小节中我们将通过具体计算把本章的结果与以

前的结果做一下比较；且对p = 2的特殊情形，我们通过采用多种不同的方法来

计算这一区域。

3.3.3.1 与与与前前前人人人结结结果果果的的的比比比较较较

现在我们对我们的结果及以前的结果做一比较。

以前的结果 我们不必考虑p = 1的情形，因为在此情形下3
2

+
√

2 ≈
2.91421 · · ·完全刻画了反馈机制的极限。对(3.3)中的条件，通过计算我们可

以得到以下结果，在表一中列出。

可以看出当p → ∞时，L的临界值递减，且容易看出当p → ∞时将趋于1
2
。

我们的结果 对每一正整数p 和实常数λ > 1, 定义

Rp(λ)
∆
={(L1, L2, · · · , Lp)|P (λ) ≤ 0 且 Ki ≥ 0, Li ≥ 0 i = 1, 2, · · · , p} (3.128)

其中常数Ki, i = 1, 2, · · · , p和多项式P (z) 如定理3.3中定义。继而可以定义

Rp
∆
=
⋃

λ>0

Rp(λ). (3.129)

由定理3.3, 对任意(L1, L2, · · · , Lp) ∈ Rp, 系统(3.6) 将对任意控制律不可稳。下

面我们将研究如何计算区域Rp, 一般来说这不是一个简单的问题。

表3.2中的结果是通过把λ固定，计算Rp(λ)得到。[注: 在表3.2中, λ∗(p) 为方

程λp+1 − (p + 1)λ + 1
2
p = 0的最大实根，且αi ∈ [0, 1](i = 1, 2, · · · , p) 可取任意值

使得
∑p

i=1 αi = 1。] 为节省空间，仅仅列出p = 1, p = 2, p = 3 的情形。

通过使λ 取不同值，我们可以得到(L1, L2, · · · , Lp)的不同的重叠区域。可以

看到在表3.2中(L1, L2, · · · , Lp)的区域明显比表3.1中L1 = L2 = · · · = Lp(= L)的
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表 3.1: 已有的结果(根据[121]计算)

p L的区域

1 L ≥ 2.914213562

2 L ≥ 1.79813

3 L ≥ 1.41326

4 L ≥ 1.21485

5 L ≥ 1.0925

6 L ≥ 1.0089

7 L ≥ 0.947842

8 L ≥ 0.901106

9 L ≥ 0.86407

10 L ≥ 0.833925

100 L ≥ 0.550896

200 L ≥ 0.528564

表 3.2: 区域Rp(λ)中的一些点
p 取λ = λ∗(p) 取λ = 1.05 取λ = 1.40 取λ = 1.70

1 L1 ≥ 2.914213562 L1 ≥ 11.5500 L1 ≥ 3.1500 L1 ≥ 2.9143

2





L1 ≥ 1.0321α1 + 2.9718α2,

L2 ≥ 2.9718α1





L1 ≥ 0.5500α1 + 11.5500α2,

L2 ≥ 11.5500α1





L1 ≥ 0.9000α1 + 3.1500α2,

L2 ≥ 3.1500α1





L1 ≥ 1.2000α1 + 2.9143α2,

L2 ≥ 2.9143α1

3





L1 ≥ 0.9349α3 + 0.9349α1,

L2 ≥ 3.0845α3 + 4.4261α2,

L3 ≥ 4.4261α1





L1 ≥ 0.5500α3 + 0.5500α1,

L2 ≥ 11.5500α3 + 12.1275α2,

L3 ≥ 12.1275α1





L1 ≥ 0.9000α3 + 0.9000α1,

L2 ≥ 3.1500α3 + 4.4100α2,

L3 ≥ 4.4100α1





L1 ≥ 1.2000α3 + 1.2000α1,

L2 ≥ 2.9143α3 + 4.9543α2,

L3 ≥ 4.9543α1

情形大，这是由于引入了多个Lipschitz常数来刻画系统不确定性的缘故。例如，

以前的结果中当p → ∞时，L1接近
1
2
；但在我们的结果中表明，在p ≥ 2的情形

如果我们取α1 = 1 且λ → 1，则这一极限可以达到。对p = 2的情形，后面将画

出p = 2时的不可稳区域。

能把条件(?)去掉吗？ 我们前面已提到：一般来说，定理3.3中条件(?)不能

去掉，也就是说，仅仅具有条件“对某个λ ∈ (1,∞)有P (λ) ≤ 0 ”不能保证系

统(3.6)对任意控制律不可稳。这是引入多个Lipschitz常数后要比已有结果复杂

的原因。下面我们通过一个反例来说明这点。

事实上如果取p = 2 且L1 = 1
2
, L2 = 4, 则有P (z) = z3 − (L1 + 1

2
)z2 +

(L1 − L2)z + L2 = z3 − z2 − 3.5z + 4。显然P (1.5) = −0.125 < 0, 于是不
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等式P (z) ≤ 0 有一个解z = 1.5 ∈ (1,∞)。现在我们考虑相应的差分不等

式zn ≥ zn−1 + 3.5zn−2 − 4zn−3。由命题3.14, 条件A 与条件B是等价的, 因此

我们只需验证{xn}是否单调递增即可，其中xn 满足递推公式xn = xn−1 +

3.5xn−2 − 4xn−3 且初始条件为x0 = 1, x−1 = x−2 = 0。事实上，通过简单计

算可得x4 = 1, x5 = 4.5, x6 = 4.0, x7 = 15.75, x8 = 11.75, x9 = 50.875, x10 =

29.000, · · · , x15 = 1590.984375, x16 = −189.765625, · · · 显然{xn} 是非递增的且
确实有些项是负值! 因此定理3.3中的条件(?) 一般来说不能去掉。我们在下面还

将看到，对特殊情形p = 2，通过定理3.3中的条件算出的不可稳区域与最一般的

定理3.1算出的区域是相同的。

3.3.3.2 特特特殊殊殊情情情形形形: p = 2

基于条件(?)的计算方法

定理 3.17. 对于p = 2 的情形, 如果

(L1, L2) ∈ R2
∆
={由Γ1, Γ2与Γ0围成的区域}, (3.130)

其中(λ > 1)

Γ1
∆
={L1 = λ − 1

2
, L2 = λ(2λ−1)

(2λ−2)
},

Γ2
∆
={L1 = λ(4λ2−7λ+2)

2λ2−4λ+2
, L2 = −λ(2λ2−4λ+1)

2λ2−4λ+2
},

Γ0
∆
={L2 = 0},

(3.131)

则系统(3.6) 对任意控制律不可稳。

注3.3.16.

Γ1是代数(圆锥)曲线2L2
1 +L1 +L2 −2L1L2 = 0的一部分，且Γ2是代数曲线4L4

1 +

8L3
1L2 − 12L3

1 + 4L2
1L

2
2 − 8L2

1L2 + L2
1 + 28L1L

2
2 − 26L1L2 + 16L3

2 + 2L2 = 0的一

部分。
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图 3.1: p = 2:基于条件(?)的计算结果

区域R2 在图3.1 中绘出, 其中标作‘o’ 的点(λ ≈ 1.4516, L1 ≈ 0.951606, L2 ≈
3.05877) 是Γ1 和Γ2 的交叉点, 且标作‘*’ 的点(λ = 1 +

√
2

2
, L1 = 3

2
+

√
2 ≈

2.91421, L2 = 0) 恰好与一阶情形的结果3
2

+
√

2一致！由以前的结果计算出

的(L1, L2) 的区域在图3.1 中是直线L1 = L2的一部分，它的起始端点恰为Γ2的

一个点(L1 = L2 ≈ 1.79813)。我们也注意到p = 2 时对充分大的L2，曲线Γ1可

以任意接近L1 = 1
2
，然而在以前的结果中只有通过让p → ∞，才能得到L1的极

限1
2
。

证明:

R2(λ) =





(L1, L2)

∣∣∣∣∣∣∣∣

P (λ)
∆
= λ3 − (L1 + 1

2
)λ2 − (L2 − L1)λ + L2 ≤ 0,

K1
∆
= L1 + 1

2
− λ ≥ 0,

Li ≥ 0 (i = 1, 2)





=
{

(L1, L2)
∣∣∣ L1 ∈ (λ − 1

2
,∞), L2 ≥ max(

(λ3− 1
2
λ2)−L1(λ2−λ)

λ−1
, 0)

}

(3.132)

显然, 对任意固定的λ, R2(λ) 是由线性不等式决定的凸区域。下图显示了

当λ在(1,∞)变化时R2(λ)的变化。在本图中，每条直线对应一个确定的R2(λ)，

而曲线(直线的包络)则表示这些线的端点轨道。
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图 3.2: p = 2:基于条件(?)的计算过程

为计算区域R2 =
⋃

λ>1 R2(λ), 我们只需确定其边界曲线。

从图3.1 和图3.2 中我们可以看出R2的边界并不简单，可以分为三部分。上

一部分显然有参数方程

Γ1
∆
={L1 = λ − 1

2
, L2 =

λ(2λ − 1)

(2λ − 2)
}, (3.133)

且右一部分是L1-轴的半部分, 左下角的部分Γ2看似直线实则不是。实际上，Γ2

是一组曲线（直线）的包络

h(L1, L2, λ) = (λ3 − 1

2
λ2) − L1(λ

2 − λ) − L2(λ − 1) = 0, (3.134)

因此由微分几何的知识

∂

∂λ
h(L1, L2, λ) = (3λ2 − λ) − L1(2λ − 1) − L2 = 0, (3.135)

这样我们只需从以上两方程中消去λ，就可得到关于Γ2的参数方程，从而定

理3.17得证。 2

由这个特殊情形，我们可以看到p > 1时不可稳区域并不像想象的那么简

单，很难对每个p把相应的区域显式解出来。
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基于条件B的计算方法 由上一小节的结果，我们已经得到一个关于条

件B的充要条件。根据这一条件，利用Matlab等软件（算法与程序略），可以画

出L2的区域（图3.3）。
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图 3.3: p = 2:基于条件B的计算结果

从图3.3和图3.1中可以看出两种方法算出的区域重合，这是否意味着L2 =

R2？更一般地，Lp = Rp是否成立？由命题3.14可知Rp ⊆ Lp，只需再证Lp ⊆ Rp；

然而即使对p = 2的特殊情形，从理论上我们还不能证明这一猜测。

类似条件B，我们可以定义以下条件：

条件B’ 差分方程

xn = (L1 +
1

2
)xn−1 + (L2 −L1)xn−2 + · · ·+ (Lp −Lp−1)xn−p −Lpxn−p−1 (3.136)

满足初始条件

x0 = 1, x−1 = x−2 = · · · = x−p = 0, (3.137)

的解{xn} 对任意的n ≥ 0 是正值即xn > 0。

显然条件B’比条件B看起来要弱一些，因此一般来说由条件B’决定的区域

应该比由条件B决定的区域要大。可是数值计算表明这两个区域是一致的（图
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形略）！这是另一个令人惊讶的结果，但是到目前为止对它还没有严格的证明。

这样我们猜测

命题 3.18. 条件B 与条件B’ 是等价的。

基于条件C的计算方法 我们已经证明条件C 是条件B 成立的必要条件，但

理论上还未说明它是否是条件B 成立的充分条件。根据条件C，很容易通过计算

机算法画出(L1, L2)的区域，其结果显示在图3.4中。
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图 3.4: p = 2:基于条件C的计算结果

从图3.4 中我们可以看出根据条件C得出的结果与图3.2 中根据条件(?)得出

的结果和图3.3 中根据条件B得出的结果是一样的！

综合以上结果，我们发现一个有意思的现象— 所有数值计算结果表明

猜想 3.1. 以上列出的条件, 包括条件(?)，条件A，条件B，条件B’，条件B* 和条

件C, 都是相互等价的。

我们已经严格证明了以上条件中的很多关系，然而在数学上仍有一些问题

还未解决，还需要进一步的探索。
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3.3.3.3 对对对称称称情情情形形形

现在我们讨论“对称”情形的结果，即g ∈ Gsym(L)。直观上，除了知

道g ∈ G(L)，还知道更多的先验信息，因此反馈机制的局限可能少一些。这一点

可从图3.5 中清楚的看出来。
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图 3.5: p = 2:对称情形与非对称情形对比

在图3.5中，实线代表我们仅知道g ∈ G(L) 情况下不可稳区域的边界，这在

前面已经详细讨论过；点划线代表我们进一步知道g ∈ Gsym(L)时对称情形下的

不可稳区域边界。显然，后一区域比前一区域要小。在此，区域边界可以通过前

面提到的任意方法画出，只需把所有的L1 + 1
2
换成L1。尽管我们还没完全证明

这些方法间的等价性，但是数值计算的结果对这种对称情形得出了同样令人惊

讶的结果。这也表明在对称情形下，猜测3.1也可能成立。

注3.3.17.

以上数值计算结果可以激发以下对线性差分方程或不等式中有意义的问题：如

果我们把条件B、条件B’、条件B* 和条件C推广到一般线性递推方程

xn = a1xn−1 + a2xn−2 + · · · + ap+1xn−p−1, (3.138)
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那么a1, a2, · · · , ap+1 在什么条件下可使得差分方程(3.138)的解{xn} 具有类似性
质（所有这些条件间具有等价性）？这种问题在线性差分方程和不等式理论中看

起来很基本，然而据我们所知，已有的理论对这类问题不能提供现成的答案。因

此在纯数学意义上来说研究这些问题也是有价值的，并且可能会得出一些无法

预料的应用，至少从前面我们已经看出这些问题对深入理解整个反馈机制的能

力和极限问题起着重要作用。

3.4 正正正面面面结结结果果果

为得到正面结果，由于分析上的一些困难，我们仅考虑对称情形，即g ∈
Gsym(L)的情形。我们希望找到关于L = (L1, L2, · · · , Lp) 的条件，使得在此条件

下能构造出闭环稳定的控制器，并能够使系统的输出{yt} 尽可能跟踪一列有界
的已知参考信号{y∗

t }。我们假设噪声|wt| ≤ w, 参考信号|y∗
t | ≤ S。

3.4.1 正正正面面面—主主主要要要结结结果果果

为叙述方便，我们引入如下条件：

条件3.4.1.

常数L1 ≥ 0, L2 ≥ 0, · · · , Lp ≥ 0 使得下述差分不等式

|xt+1| ≤ d + min
i<t

{L1|xt − xi| + L2|xt−1 − xi−1| + · · · + Lp|xt−p+1 − xi−p+1|}
(3.139)

的任意非负解{xt}有界。其中d为任意正常数。

注3.4.1.

容易证明：条件3.4.1是否成立，与常数d的取值无关。证明过程在此略去。

注3.4.2.

记Xt = (|xt|, |xt−1|, · · · , |xt−p+1|)τ ∈ Rp，并设点集Pt = {X0, X1, · · · , Xt−1}，则
差分不等式(3.139) 的解{xt}可以理解为满足几何约束

|xt+1| ≤ d + ρ(Xt,Pt) (3.140)

的一个点列{Xt}，其中ρ(·, ·)代表下式定义的一个距离：

ρ(X, X ′)
∆
=

p∑
k=1

Lk||X(k)| − |X ′
(k)||, (3.141)

这里X(k), X
′
(k) 分别代表X, X ′的第k个分量。
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显然条件3.4.1是否成立，取决于(L1, L2, · · · , Lp)的取值。为叙述方便，我们

记使得条件3.4.1成立的所有(L1, L2, · · · , Lp)的集合为Sp。

定理 3.19. 如果(L1, L2, · · · , Lp) ∈ Sp，即条件3.4.1成立，则存在反馈控制律使

得系统(3.6)在如下意义下全局稳定：

sup
t≥0

|yt| < ∞; (3.142)

并且

lim sup
t≥0

|yt − y∗
t | ≤ 2w. (3.143)

从条件3.4.1仍不能直接求出区域Sp，因此后面将对该条件作进一步的讨

论。

3.4.2 正正正面面面—定定定理理理证证证明明明

为证定理3.19，我们需要一个引理，它是[116]中引理3.4的推广：

引理 3.20. 设(X , || · ||)为一个有限维赋范度量空间，并设ρ(·, ·)为范数|| · ||诱导
出的度量。若X中的序列{Xn, n = 0, 1, 2, · · · }有界，即||Xn|| ≤ M, ∀n ≥ 0 则有

lim sup
n→∞

min
i<n

ρ(Xn, Xi) = 0. (3.144)

证明：用反证法，思想类似[116]中引理3.4的证明。记in = arg min
i<n

ρ(Xn, Xi)。

假设引理不成立，即

lim sup
n→∞

ρ(Xn, Xin) = ε > 0. (3.145)

从而必存在子序列{Xnj
, j > 0}使得对任意j > 0

ρ(Xnj
, Xi(nj)

) > ε
2
, (3.146)

故由in的定义，对任意i < nj，

ρ(Xnj
, Xi) > ε

2
, (3.147)

特别地对任意k < j，

ρ(Xnj
, Xnk

) > ε
2
. (3.148)

由ρ(·, ·)的对称性，上式对任意k 6= j都成立，于是序列{Xnj
}没有极限点。然而

由于X为有限维赋范度量空间，所以有界闭球S = {X ∈ X : ||X|| ≤ M} 为列紧
集，从而S中的序列{Xnj

}必有极限点。矛盾！ 2
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定理3.19的证明： 设条件3.4.1成立，在时刻t，已知的信息有{yi, ui−1, i ≤
t}，我们需要构造控制律ut。令gi

∆
= yi+1 − ui = g(yi, yi−1, · · · , yi−p+1) + wi+1,

由Lipschitz条件，我们有

|gt − gi| = |[g(yt, yt−1, · · · , yt−p+1) + wt+1] − [g(yi, yi−1, · · · , yi−p+1) + wi+1]|
≤ |g(yt, yt−1, · · · , yt−p+1) − g(yi, yi−1, · · · , yi−p+1)| + |wt+1 − wi+1|
≤ L1||yt| − |yi|| + L2||yt−1| − |yi−1|| + · · · + Lp||yt−p+1| − |yi−p+1|| + 2w.

(3.149)

取

it = arg min
i<t

(L1||yt| − |yi|| + L2||yt−1| − |yi−1|| + · · · + Lp||yt−p+1| − |yi−p+1||),

(3.150)

构造控制律

ut = y∗
t+1 − git = y∗

t+1 + uit − yit+1, (3.151)

则有

|yt+1| = |gt + ut| = |gt − git + y∗
t+1|

≤ |gt − git| + |y∗
t+1|

≤ L1||yt| − |yit|| + L2||yt−1| − |yit−1|| + · · · + Lp||yt−p+1| − |yit−p+1|| + 2w + S

= d + min
i<t

{L1||yt| − |yi|| + L2||yt−1| − |yi−1|| + · · · + Lp||yt−p+1| − |yi−p+1||},
(3.152)

其中常数d = 2w + S。式(3.152)对任意t > 0都成立，于是根据条件3.4.1，序

列{yt}有界，可得闭环系统的稳定性。
由于{yt}有界，故点列{Xt}有界，其中

Xt = (|yt|, |yt−1|, · · · , |yt−p+1|)τ ∈ Rp. (3.153)

容易验证：对任意X = (x1, x2, · · · , xp)
τ，

||X|| ∆
= L1|x1| + L2|x2| + · · · + Lp|xp| (3.154)

定义了Rp上的一个范数，并诱导出一个距离ρ(X,X ′)。由引理3.20，

lim sup
t→∞

min
i<t

ρ(Xt, Xi) = 0. (3.155)
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由it的定义，

|yt+1 − y∗
t+1| = |gt + ut − y∗

t+1| = |gt − git|
≤ L1||yt| − |yit|| + L2||yt−1| − |yit−1|| + · · · + Lp||yt−p+1| − |yit−p+1|| + 2w

= min
i<t

ρ(Xt, Xi) + 2w.

(3.156)

于是

lim sup
t≥0

|yt − y∗
t | ≤ 2w. (3.157)

定理得证。 2

3.4.3 正正正面面面—进进进一一一步步步讨讨讨论论论

为了进一步研究条件3.4.1，我们引入如下一些条件：

条件3.4.2.

对任意z ∈ (1, L1)，都有Psym(z) > 0。其中，多项式Psym(z)定义为

Psym(z)
∆
= zp+1 − L1z

p − (L2 − L1)z
p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)z + Lp. (3.158)

条件3.4.3.

差分不等式

xt+1 ≤ d + L1|xt − xt−1| + L2|xt−1 − xt−2| + · · · + Lp|xt−p+1 − xt−p| (3.159)

的任意单调正解{xt}有界。其中常数d ≥ 0。

条件3.4.4.

差分不等式

zt+1 ≤ d + L1zt + L2zt−1 + · · · + Lpzt−p+1 − L1zit − L2zit−1 − · · · − Lpzit−p+1

(3.160)

的任意正解{zt}有界。其中常数d ≥ 0，it定义为

it
∆
= arg max

i<t,zi<zt

zi. (3.161)

命题 3.21. 当L1 ≥ L2 ≥ · · · ≥ Lp时，(1)条件3.4.2、条件3.4.3 相互等价。(2)条

件3.4.4蕴含了条件3.4.3。(3)条件3.4.2是条件3.4.1的必要条件。

证明：下面都假设L1 ≥ L2 ≥ · · · ≥ Lp ≥ 0。
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条件3.4.2⇒条件3.4.3 如若不然，则差分不等式(3.159)必有某组正解{xt}单
调不减趋于∞。因此

xt+1

≤ d + L1(xt − xt−1) + L2(xt−1 − xt−2) + · · · + Lp(xt−p+1 − xt−p)

= d + L1xt − (L1 − L2)xt−1 − · · · − (Lp−1 − Lp)xt−p+1 − Lpxt−p,

(3.162)

上式两边同除xt，并令ξi = xi

xi−1
，则得

ξt+1 ≤ L1 − L1−L2

ξt
− · · · − Lp−1−Lp

ξtξt−1···ξt−p+2
− Lp

ξtξt−1···ξt−p+1
+ d

xt
. (3.163)

由数列上极限的性质，

lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn (an ∈ R, bn ∈ R, )

lim sup(anbn) ≤ lim sup an · lim sup bn (an ≥ 0, bn ≥ 0),
(3.164)

并注意到xt ↑ ∞, 可得

lim sup ξt+1

≤ L1 − L1−L2

lim sup ξt
− · · · − Lp−1−Lp

lim sup(ξtξt−1···ξt−p+2)
− Lp

lim sup(ξtξt−1···ξt−p+1)

≤ L1 − L1−L2

lim sup ξt
− · · · − Lp−1−Lp

lim sup ξt lim sup ξt−1··· lim sup ξt−p+2
− Lp

lim sup ξt lim sup ξt−1··· lim sup ξt−p+1
.

(3.165)

显然λ
∆
= lim sup ξt+1 = lim sup ξt = · · · = lim sup ξt−p+1, 于是有

λ ≤ L1 − L1−L2

λ
− · · · − Lp−1−Lp

λp−1 − Lp

λp , (3.166)

即

λp+1 − L1λ
p − (L2 − L1)λ

p−1 − · · · − (Lp − Lp−1)λ + Lp ≤ 0. (3.167)

这与条件3.4.2矛盾。

条件3.4.3⇒条件3.4.2 只须证条件3.4.2不成立时条件3.4.3也不成立。条

件3.4.2不成立意味着存在λ ∈ (1, L1)，使得Psym(λ) ≤ 0。而Psym(1) = 1 > 0，所

以存在λ̄ ∈ (1, λ]，使Psym(λ̄) = 0。取初始条件x−k = λ̄−k, k = 0, 1, · · · , p, 则由数

学归纳法及Psym(λ̄) = 0, λ̄ > 1 容易证明差分方程

xt+1 = L1|xt − xt−1| + L2|xt−1 − xt−2| + · · · + Lp|xt−p+1 − xt−p| (3.168)

的解为xt = λ̄t, ∀t > 0. 序列{xt}显然也是差分不等式(3.159)的一组解，但t →
∞时xt = λ̄t ↑ ∞，与条件3.4.3矛盾！
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条件3.4.4⇒条件3.4.3 如若不然，则差分不等式(3.159) 有一组正解{xt}单
调不减趋于无穷。对该序列，根据条件3.4.4中it的定义，序列{xt}也是差分不等
式(3.160)的一组正解，与条件3.4.4矛盾！从而，条件3.4.4蕴含3.4.3。

条件3.4.1⇒条件3.4.2 只须证条件3.4.2不成立时条件3.4.1也不成立。事实

上，条件3.4.2不成立时，存在λ̄ ∈ (1, λ]，使Psym(λ̄) = 0。这时类似“条件3.4.3⇒条
件3.4.2” 的证明，取初始条件x−k = λ̄−k, k = 0, 1, · · · , p, 就可证条件3.4.1不成

立。 2

注3.4.3.

以上证明了条件3.4.1、条件3.4.2、条件3.4.3、条件3.4.4之间的一些关系。计算

机数值计算表明，当L1 ≥ L2 ≥ · · · ≥ Lp时，所有这些条件似乎都是等价的，因

为p = 2时根据这些条件计算出的(L1, L2)的区域几乎完全一样（因篇幅所限，具

体计算方法在此略去）。但这一猜测理论上还未完全证明。

下面给出一些较强的但可直接验证的充分条件：

条件3.4.5.

矩阵A的谱半径ρ(A) < 1，其中A =




L1 L2 · · · Lp−1 Lp

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0




.

条件3.4.6.

L1 + L2 + · · · + Lp < 1.

命题 3.22. (1)条件3.4.5是条件3.4.1和3.4.2的充分条件。(2)条件3.4.5等价于条

件3.4.6。

证明：

条件3.4.5⇒条件3.4.1 设{xt}为差分不等式(3.139)的任意正解，记Xt =

(|xt|, |xt−1|, · · · , |xt−p+1|)τ , 我们试图分析Xt与Xt+1的联系。由不等式(3.139)，对

任意i < t，我们有

|xt+1| ≤ L1|xt − xi| + L2|xt−1 − xi−1| + · · · + Lp|xt−p+1 − xi−p+1| + d,

(3.169)
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所以，

|xt+1| ≤ L1|xt| + L2|xt−1| + · · · + Lp|xt−p+1| + st, (3.170)

其中

st = min
i<t

(L1|xi| + L2|xi−1| + · · · + Lp|xi−p+1|) + d. (3.171)

综上可得，

Xt+1 ≤ AXt + St, (3.172)

其中记号Y ≤ Z表示向量Y的每个分量小于等于Z的相应分量，这里矩阵A在

条件3.4.5中定义，且St = (st, 0, · · · , 0)τ。由st的定义，显然st为单调不增序列，

从而St必有界。于是由不等式(3.172)知，如果矩阵A的谱半径ρ(A) < 1，则序

列Xt有界。

条件3.4.6⇒条件3.4.5 在条件3.4.6下，显然条件3.4.5中定义的矩阵A为次

随机矩阵（非负、行和均不超过1、某一行和小于1），根据次随机矩阵的性质[95]

必有A的谱半径ρ(A) < 1。

条件3.4.5⇒条件3.4.6 由条件3.4.5，矩阵A是Schur稳定的，这等价于对复

平面上单位圆外的任意复数z，都有A(z) 6= 0，其中多项式A(z)定义为

A(z)
∆
= zp − L1z

p−1 − L2z
p−2 − · · · − Lp−1z − Lp. (3.173)

注意到z取充分大实数时A(z) > 0，故条件3.4.5成立时，必有对任意的z ≥
1，A(z) > 0。特别地，A(1) = 1 − L1 − L2 − · · · − Lp > 0。即条件3.4.6成立。

条件3.4.5⇒条件3.4.2 容易验证(z − 1)A(z) + zp = Psym(z), 从而对任

意z > 1，A(z) > 0蕴含了Psym(z) > 0。即条件3.4.2成立。 2

3.5 本本本章章章小小小结结结

反馈是自动控制领域的基本概念，其作用主要是对付系统中的各种不确

定性，因此关于反馈能力和极限问题的研究具有根本的重要性。在这一方向

上，[116]研究了具有结构不确定性的一阶系统，其不确定性由单个Lipschitz 常

数来刻画，给出了由一个临界数值3
2

+
√

2 完全表征的反馈机制的能力与极限；

文献[121]是[116]工作的重要推广，它研究了具有结构不确定性的高阶系统，其

不确定性仍由单个Lipschitz 常数来刻画，得到了一个不可能性结果。
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本章的贡献是把[116] 和[121]中的一些结果推广到具有结构不确定性的高

阶系统，其不确定性由多个Lipschitz常数来刻画，主要得到了一些不可能性定

理，计算机数值计算表明这些结果可能是充分必要的，但理论上还没能得到完

全证明。

在本章中，提出来一些关于差分方程的新的基本问题，并且也得出了一些

有意义的理论和仿真结果，但有些仿真结果还缺少严格证明。我们的研究表明

反馈控制的能力极限和差分方程/不等式方面有紧密联系，这些问题同时对差分

方程/不等式的理论研究提出了一些待解决的问题。



第第第四四四章章章 参参参数数数未未未知知知情情情形形形—高高高阶阶阶非非非线线线性性性高高高斯斯斯噪噪噪声声声模模模型型型

本章考虑一个具有参数不确定性和高斯白噪声干扰的高阶离散时间非线性

系统，系统的非线性程度可用一组指标(b1, b2, · · · , bn)来刻画，给出了一个关于

这些指标的代数条件，证明了在该条件下，任何控制律都不能使系统全局镇定。

本章中的不可能性定理是对已有一阶参数不确定系统研究的继续，对类似的高

阶系统给出了一个尝试，该结果表明在一定条件下，系统的一阶主项所对应的

一个多项式决定了该系统反馈机制的极限。

4.1 已已已有有有结结结果果果

与上一章不同，本章将讨论一类具有未知参数的离散时间非线性系统，不

过未知参数本身的作用方式仍是线性的。关于含有未知参数的线性系统（或接

近线性的系统），一直是传统自适应控制的核心研究课题，已经有了广泛而深入

的研究，在这一方面，已有了大量深刻而细致的工作，使得具有未知参数的线性

系统的自适应控制的稳定性问题得到了较为圆满的解决（参看专著[21]及其中

的大量文献）。本章中我们将看到，对于含参的非线性系统（即使关于参数是线

性的），情况将大不相同，系统的非线性到了一定程度后会出现任意反馈控制律

不能对付参数不确定性的情况。

前几章已提到，在反馈机制能力极限这一方向上，一个较早的研究结果见

于文献[42]（1997年）。在该文中，作者研究了如下的一阶非线性离散时间系统：

yt+1 = θyb
t + ut + wt+1, b > 0,

其中θ为未知参数，指标b刻画了系统的非线性程度，{wt}为高斯白噪声，并证明
了该系统具有“临界”稳定性：当b < 4时，系统能够全局镇定；而当b ≥ 4时任何

控制律都不能使系统全局镇定。可以注意到这一系统关于未知参数θ是线性的，

非线性仅仅出现在回归部分yb
t，控制项及噪声项也是可加的，所以这一系统看

起来非常简单。然而，对这样简单的系统，b = 4作为一个不平凡的临界数值，明

显地揭示了对于离散时间非线性系统，自适应控制的一个能力极限。对于类似

的连续时间非线性控制系统，并没有相应的不可能性结果，这进一步反映了离

散时间自适应控制可能的特有困难(见[42, 57])。
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在文献[113]中，研究了更广泛的一阶非线性离散时间系统：

yt+1 = θ1y
b1
t + θ2y

b2
t + · · · + θny

bn
t + ut + wt+1,

其中θ1, θ2, · · · , θn为未知参数，指标组b1, b2, · · · , bn一起刻画了系统的非线性程

度，{wt}仍为高斯白噪声。文章中证明了在一定假设下，若不等式P (z) < 0在z ∈
(1, b1)上有解，其中多项式

P (z) = zn+1 − b1z
n + (b1 − b2)z

n−1 + · · · + (bn−1 − bn)z + bn, (4.1)

则不存在使系统全局镇定的反馈控制律。

最近，在文献[69]里研究的系统形式上和[113]中的系统完全一样，但假

设{wt}是任意有界噪声，而未知参数θ1, θ2, · · · , θn位于已知的参数区间内。对此

系统，文章中证明了系统能鲁棒镇定的充要条件是P (z) > 0，∀z ∈ (1, b1)；这里

多项式P (z)同上。

在以上的工作中，研究的系统都是一阶非线性离散时间系统。那么,对高阶

的类似系统，反馈机制的能力极限是什么？针对这一问题，文献[77]对一个二阶

离散时间系统进行了研究，并给出了一个简单的多项式判据，证明了在该多项

式条件下任意反馈控制器都不能使系统镇定。

本章的目的就是将上述反面（不可能性）结果进一步推广到更一般的高阶

离散时间系统。正面的结果目前在理论上还未证明，由于其本身的难度，有待

今后进一步探索。

4.2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下离散时间非线性多项式回归模型：

yt+1 = θ1y
b1
t + θ2y

b2
t−1 + · · · + θny

bn
t−n+1 + ut + wt+1 (4.2)

其中yt为系统的输出，ut为系统的输入(控制)，wt 为噪声干扰，θi(i = 1, 2)为未

知的参数。

本章中将作如下假设：

(A1) 未知参数向量θ
∆
=(θ1, θ2, · · · , θn)τ 服从高斯分布，且与噪声{wt} 独

立；

(A2) 噪声{wt} 为服从标准正态分布N(0; 1)的白噪声序列。
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在以上假设下，我们要研究系统(4.2)的全局镇定性。首先，我们给出如下全

局镇定性的严格定义：

定义 4.1. 设Fy
t

∆
= σ{yi; 0 ≤ i ≤ t} 为由观测历史生成的σ-代数。如果存在反馈

控制律ut ∈ Fy
t 使系统对任意初始条件都有

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

y2
t < ∞. a.s. (4.3)

则我们称系统(4.2)能够全局镇定。

4.3 反反反面面面结结结果果果

4.3.1 反反反面面面—主主主要要要结结结果果果

为方便起见，我们对b1 > 1, b2 ≥ 0, · · · , bn ≥ 0引入如下条件：

条件4.3.1.

不等式P1(z) < 0在区间(max(1, b2
b1

, b3
b2

, · · · , bn

bn−1
), b1) 上有一实数解λ，其中多项

式

P1(z)
∆
= z2 − b1z + b1. (4.4)

注4.3.1.

条件中的区间(max(1, b2
b1

, b3
b2

, · · · , bn

bn−1
), b1) 可换为(max(1, b2

b1
, b3

b2
, · · · , bn

bn−1
), +∞)，

两者等价。事实上，如果λ ∈ (max(1, b2
b1

, b3
b2

, · · · , bn

bn−1
), +∞)满足

P1(λ) = λ2 − b1λ + b1 = λ(λ − b1) + b1 < 0 (4.5)

则显然有

λ − b1 = P1(λ)−b1
λ

< 0. (4.6)

注4.3.2.

当b1 > b2 > · · · > bn时，上述条件4.3.1中的区间就变为(1, b1)；这时条件4.3.1同

文献[42]中的条件完全一致，对应于b1 > 4，因此与[42]中的不可能性定理相一

致（系统(4.2)还多了其它非线性项）。

定理 4.1. 在假设(A1)-(A2)下，如果条件4.3.1成立，则系统(4.2)不能够全局镇

定，也就是说，使得系统(4.2)全局稳定的反馈控制器不存在。
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4.3.2 反反反面面面—定定定理理理证证证明明明

1.一些引理

在以下的引理中，我们将记

ηt
∆
= log |yt+1|

log |yt| , (4.7)

于是对任意0 ≤ i < t显然有

ξ(i, t)
∆
= log |yt|

log |yi| =
t−1∏
j=i

ηj, (4.8)

从而

|yt| = |yi|ξ(i,t) = |yi|
t−1∏
j=i

ηj

. (4.9)

即

|yi| = |yt|
1∏t−1

j=i
ηj . (4.10)

在下文中，为方便起见，|y|a 将被简记为ya。

如下的引理是显然成立的：

引理 4.2. 设λ > 1为某个常数。若对i = 0, 1, · · · , t − 1都有ηi ≥ λ，则t →
∞时|yt|单调趋于∞且

λt = O(log |yt|). (4.11)

下面的引理在本章中起着基本而重要的作用，是后几个引理的基础：

引理 4.3. 设t > t′, a > 1, a′ > 1,m为自然数。若对任意i < t，有ηi > m

√
max(1, a′

a
),

则当t充分大时，
∣∣∣∣∣

ya
t ya′

t−m

ya
t′ ya′

t′−m

∣∣∣∣∣ ∼ ya
t y

a′

t′−m; ya
t′y

a′
t−m = o(ya

t y
a′

t′−m). (4.12)

证：记c = m

√
max(1, a′

a
)，由条件可得

(a + a′

ηt−1ηt−2···ηt′−m
) − ( a

ηt−1ηt−2···ηt′
+ a′

ηt−1ηt−2···ηt−m
)

= a(1 − 1
ηt−1ηt−2···ηt′

) − a′

ηt−1ηt−2···ηt−m
(1 − 1

ηt−m−1ηt−m−2···ηt′−m
)

> a(1 − 1
ct−t′ ) − a′

cm (1 − 1
ct−t′ )

> 0.

(4.13)
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所以

a + a′

ηt−1ηt−2···ηt′−m
> a

ηt−1ηt−2···ηt′
+ a′

ηt−1ηt−2···ηt−m
. (4.14)

由ηi > 1，且由引理4.2，t充分大时，ct = O(log |yt|)。从而注意到

ya
t y

a′

t′−m = y
a+ a′

ηt−1ηt−2···ηt′−m

t ,

ya
t′y

a′
t−m = y

a
ηt−1ηt−2···ηt′

+ a′
ηt−1ηt−2···ηt−m

t

(4.15)

故引理得证。 2

引理 4.4. 设自然数k1 > k2 > k3，非负整数m1 < m2 < m3，常数a1, a2, a3 > 1，

且对任意i < k1，

ηi > max(1, m2−m1

√
a2

a1
, m3−m1

√
a3

a1
, m3−m2

√
a3

a2
). (4.16)

则当k1, k2, k3充分大时，行列式
∣∣∣∣∣∣∣∣

ya1
k1−m1

ya2
k1−m2

ya3
k1−m3

ya1
k2−m1

ya2
k2−m2

ya3
k2−m3

ya1
k3−m1

ya2
k3−m2

ya3
k3−m3

∣∣∣∣∣∣∣∣
∼ ya1

k1−m1
ya2

k2−m2
ya3

k3−m3
; (4.17)

而且上述行列式的展开式中除主对角线乘积ya1
k1−m1

ya2
k2−m2

ya3
k3−m3

外的所有其它

项都是主对角线乘积的高阶无穷小。

证：记

c = max(1, m2−m1

√
a2

a1
, m3−m1

√
a3

a1
, m3−m2

√
a3

a2
). (4.18)

为计算引理中的行列式（不妨记为D3），只需将其按第一行展开，即

D3 = ya1
k1−m1

∣∣∣∣∣
ya2

k2−m2
ya3

k2−m3

ya2
k3−m2

ya3
k3−m3

∣∣∣∣∣− ya2
k1−m2

∣∣∣∣∣
ya1

k2−m1
ya3

k2−m3

ya1
k3−m1

ya3
k3−m3

∣∣∣∣∣+ ya3
k1−m3

∣∣∣∣∣
ya1

k2−m1
ya2

k2−m2

ya1
k3−m1

ya2
k3−m2

∣∣∣∣∣ .

(4.19)

显然cm3−m2 > max(1, a3

a2
)。于是由引理4.3，对充分大的k2, k3，

∣∣∣∣∣
ya2

k2−m2
ya3

k2−m3

ya2
k3−m2

ya3
k3−m3

∣∣∣∣∣ ∼ ya2
k2−m2

ya3
k3−m3

; (4.20)

类似地， ∣∣∣∣∣
ya1

k2−m1
ya3

k2−m3

ya1
k3−m1

ya3
k3−m3

∣∣∣∣∣ ∼ ya1
k2−m1

ya3
k3−m3

; (4.21)
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∣∣∣∣∣
ya1

k2−m1
ya2

k2−m2

ya1
k3−m1

ya2
k3−m2

∣∣∣∣∣ ∼ ya1
k2−m1

ya2
k3−m2

. (4.22)

于是

D3 = I1[1 + o(1)] − I2[1 + o(1)] + I3[1 + o(1)] (4.23)

其中

I1 = ya1
k1−m1

ya2
k2−m2

ya3
k3−m3

,

I2 = ya2
k1−m2

ya1
k2−m1

ya3
k3−m3

,

I3 = ya3
k1−m3

ya1
k2−m1

ya2
k3−m2

.

(4.24)

下面我们只需比较I1, I2, I3。由于cm2−m1 > max(1, a2

a1
),根据引理4.3，当k1, k2, k3充

分大时，

ya2
k1−m2

ya1
k2−m1

= o(ya1
k1−m1

ya2
k2−m2

), (4.25)

于是I2 = o(I1)。类似地，

ya3
k1−m3

ya2
k3−m2

= o(ya2
k1−m2

ya3
k3−m3

), (4.26)

于是I3 = o(I2) = o(I1)。综上，可得

D3 = I1[1 + o(1)] − I2[1 + o(1)] + I3[1 + o(1)] = I1 + o(I1), (4.27)

同时D3的展开式中除去I1的所有项都是I1的高阶无穷小。引理得证。 2

引理 4.5. 设自然数k1 > k2 > · · · > kn，非负整数m1 < m2 < · · · < mn，常

数a1, a2, · · · , an > 1，且对任意i < k1，

ηi > max(1, m2−m1

√
a2

a1
, m3−m2

√
a3

a2
), · · · , mn−mn−1

√
an

an−1
). (4.28)

则当k1, k2, · · · , kn充分大时，行列式
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ya1
k1−m1

ya2
k1−m2

· · · yan
k1−mn

ya1
k2−m1

ya2
k2−m2

· · · yan
k2−mn

...
...

. . .
...

ya1
k3−m1

ya2
k3−m2

· · · yan
k3−mn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∼ ya1
k1−m1

ya2
k2−m2

yan
kn−mn

; (4.29)

而且上述行列式的展开式中除主对角线乘积ya1
k1−m1

ya2
k2−m2

· · · yan
kn−mn

外的所有其

它项都是主对角线乘积的高阶无穷小。
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证：我们用数学归纳法。从引理4.3、引理4.4知，命题对n = 2, 3成立。下面

假设命题对n = 2, 3, · · · , p − 1都成立，在这一前提下来证对n = p也成立。为方

便起见，记命题中形状的行列式为

Dn(k1, k2, · · · , kn; m1,m2, · · · ,mn; a1, a2, · · · , an).

在不引起歧义的情况下，为方便起见，上式将简记为Dn。

第一步：由Laplace定理，

Dn =
n∑

i=1

(−1)i+1yai
k1−mi

Ci (4.30)

其中Ci表示行列式Dn中元素yai
k1−mi

的余子式。注意到Ci仍然是形如Dn的p − 1阶

行列式，于是根据归纳假设，当k1, k2, · · · , kn充分大时，

Ci ∼ ya1
k2−m1

ya2
k3−m2

· · · yai−1

ki−mi−1
× y

ai+1

ki+1−mi+1
y

ai+2

ki+2−mi+2
· · · yan

kn−mn
. (4.31)

因此只需比较

I1 = ya1
k1−m1

× ya2
k2−m2

· · · yan
kn−mn

,

I2 = ya2
k1−m2

× ya1
k2−m1

× ya3
k3−m3

· · · yan
kn−mn

,

I3 = ya3
k1−m3

× ya1
k2−m1

ya2
k3−m2

× ya4
k4−m4

· · · yan
kn−mn

,
...

In−1 = y
an−1

k1−mn−1
× ya1

k2−m1
· · · yan−2

kn−1−mn−2
× yan

kn−mn
,

In = yan
k1−mn

× ya1
k2−m1

· · · yan−1

kn−mn−1
.

(4.32)

第二步：当2 ≤ i ≤ n − 1时，I1和Ii有公共因子

J1,i
∆
= y

ai+1

ki+1−mi+1
· · · yan

kn−mn
, (4.33)

除去该公共因子，两式余下的部分恰为一个i阶行列式

Di(k1, · · · , ki; m1, · · · , mi; a1, · · · , ai)

展开式中的主对角线乘积及另外一项。由归纳假设，当k1, k2, · · · , ki充分大时，

Ii

J1,i
= o( I1

J1,i
), (4.34)

故有Ii = o(I1)。
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第三步：下面考虑In。In和I1不能直接比较，但In和In−1有公因子

Jn−1,n
∆
= ya1

k2−m1
ya2

k3−m2
· · · yan−2

kn−1−mn−2
. (4.35)

余下的因子分别为
In

Jn−1,n
= y

an−1

kn−mn−1
yan

k1−mn
,

In−1

Jn−1,n
= y

an−1

k1−mn−1
yan

kn−mn
.

(4.36)

从而由引理4.3，k1, kn充分大时，

In

Jn−1,n
= o( In−1

Jn−1,n
), (4.37)

从而In = o(In−1)。

综上可知引理成立。 2

引理 4.6. 设
φi = (yb1

i , yb2
i−1, · · · , ybn

i−n+1)
τ ,

Dt = det(
t∑

i=1

φiφ
τ
i ).

(4.38)

若ηi > max(1, b2
b1

, b3
b2

, · · · , bn

bn−1
)，则

Dt = Zt(1 + γt), (4.39)

其中

Zt = y2b1
t y2b2

t−2 · · · y2bn
t−2n+2 = y

2b1+
2b2

ηt−1ηt−2
+···+ 2bn

ηt−1ηt−2···ηt−2n+1ηt−2n

t , (4.40)

且当t充分大时γt = o(1)。

证：当1 ≤ i ≤ t + 1时，记

αm(i)
∆
=[yb1

i−1y
bm
i−m, yb2

i−2y
bm
i−m, · · · , ybn

i−ny
bm
i−m]τ , (4.41)

并约定αm(0) = em, 即为单位阵In的第m列。则

Dt = det(
t+1∑
i=0

α1(i),
t∑

i=−1

α2(i), · · · ,
t∑

i=−1

αn(i)). (4.42)

由行列式展开的Laplace定理，可得

Dt =
t+1∑

i1,i2,··· ,in=0

det(α1(i1), α2(i2), · · · , αn(in)). (4.43)



68 几类离散时间控制系统中反馈机制对付不确定性的能力与局限

记

D(i1, i2, · · · , in)
∆
= det(α1(i1), α2(i2), · · · , αn(in)). (4.44)

显然，当im = im′ 6= 0时，向量αm(im)与αm′(im′)线性相关，从而当(i1, i2, · · · , in)中

有两个数相等（但不等于0）时，有D(i1, i2, · · · , in) = 0. 所以我们下面不再考虑

这样的项。

下面我们考虑充分大的(i1, i2, · · · , in)，假设(i1, i2, · · · , in) 是t1 > t2 > · · · >

tn的一个排列。

注意到行列式D(i1, i2, · · · , in)的每一列元素有公因子ybm
im−m，m = 1, 2, · · · , n，

因此根据行列式的性质，可把这些公因子提出来，即得

D(i1, i2, · · · , in) =
n∏

m=1

ybm
im−m × D′(i1, i2, · · · , in), (4.45)

其中

D′(i1, i2, · · · , in) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yb1
i1−1 yb1

i2−1 · · · yb1
in−1

yb2
i1−2 yb2

i2−2 · · · yb2
in−2

...
...

. . .
...

ybn
i1−n ybn

i2−n · · · ybn
in−n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (4.46)

情形1：i1 > i2 > · · · > in，即ij = tj (j = 1, 2, · · · , n)。注意到行列

式D′(i1, i2, · · · , in)中的矩阵的转置恰有引理4.5中矩阵的形状，并且由于i1 >

i2 > · · · > in，因此用引理4.5知，当t1, t2, · · · , tn充分大时，

D′(i1, i2, · · · , in) ∼ yb1
t1−1y

b2
t2−2 · · · ybn

tn−n; (4.47)

而且行列式展开式中的其它所有项都是yb1
t1−1y

b2
t2−2 · · · ybn

tn−n 的高阶无穷小。于是

D(i1, i2, · · · , in) ∼
n∏

m=1

ybm
tm−m × yb1

t1−1y
b2
t2−2 · · · ybn

tn−n =
n∏

m=1

y2bm
tm−m. (4.48)

情形2：(i1, i2, · · · , in)经过适当重排后成为(t1, t2, · · · , tn)。这时记排列(i1, i2, · · · , in)

的乱序数为σ(i1, i2, · · · , in)，则利用行列式的性质，在这种情形下，当t1, t2, · · · , tn充

分大时，

D′(i1, i2, · · · , in) = (−1)σ(i1,i2,··· ,in)D′(t1, t2, · · · , tn)

∼ (−1)σ(i1,i2,··· ,in)yb1
t1−1y

b2
t2−2 · · · ybn

tn−n;
(4.49)
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并且行列式展开式中的所有其它项都是yb1
t1−1y

b2
t2−2 · · · ybn

tn−n 的高阶无穷小。下面

考虑项

I(i1, i2, · · · , in)
∆
=

n∏
m=1

ybm
im−m = yb1

i1−1y
b2
i2−2 · · · ybn

in−n. (4.50)

显然I(i1, i2, · · · , in) 是行列式D′(t1, t2, · · · , tn) 展开式中不同于主对角线乘

积yb1
t1−1y

b2
t2−2 · · · ybn

tn−n 的一项，于是根据情形1中的结论，当t1, t2, · · · , tn充分大

时，

I(i1, i2, · · · , in) = o(
n∏

m=1

ybm
tm−m). (4.51)

从而

D(i1, i2, · · · , in) = I(i1, i2, · · · , in) × D′(i1, i2, · · · , in)

= o(
n∏

m=1

ybm
tm−m) × (−1)σ(i1,i2,··· ,in)yb1

t1−1y
b2
t2−2 · · · ybn

tn−n

= o(
n∏

m=1

y2bm
tm−m).

(4.52)

故得

D(i1, i2, · · · , in) = o(D(t1, t2, · · · , tn)). (4.53)

根据上面的讨论，若记

P(t1, t2, · · · , tn)
∆
={(i1, i2, · · · , in) : (i1, i2, · · · , in)为(t1, t2, · · · , tn)的一个排列}

(4.54)

则当t1 > t2 > · · · > tn充分大时，必有

S(t1, t2, · · · , tn)
∆
=

∑
(i1,i2,··· ,in)∈P(t1,t2,··· ,tn)

D(i1, i2, · · · , in)

= D(t1, t2, · · · , tn) + (n! − 1)o(D(t1, t2, · · · , tn))

∼ D(t1, t2, · · · , tn)

∼
n∏

m=1

y2bm
tm−m.

(4.55)

下面来估计Dt。显然有

Dt =
∑

t+1≥t1>t2>···>tn≥0

S(t1, t2, · · · , tn) = I + I ′, (4.56)
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其中I对应于项S(t + 1, t, · · · , t − n + 2), I ′对应于所有其它项的和。注意到I ′中

最大的项为S(t + 1, t, · · · , t − n + 3, t − n + 1), 且I ′中的项不超过(t + 1)n个，因

此当t充分大时，有

I = S(t + 1, t, · · · , t − n + 2) ∼ y2b1
t y2b2

t−2y
2b3
t−4 · · · y

2bn−1

t−2n+4y
2bn
t−2n+2, (4.57)

|I ′| ≤ (t + 1)nS(t + 1, t, · · · , t − n + 3, t − n + 1) ∼ (t + 1)ny2b1
t y2b2

t−2y
2b3
t−4 · · · y

2bn−1

t−2n+4y
2bn
t−2n+1.

(4.58)

于是

| I′
I
| = O( (t+1)n|yt−2n+1|2bn

|yt−2n+2|2bn ) = O( (t+1)n

|yt−2n+1|2bn(ηt−2n+1−1) ). (4.59)

由于ηi = log |yi+1|
log |yi| > 1, 易知t充分大时，

(t+1)n

|yt−2n+1|2bn(ηt−2n+1−1) = exp{n log(t + 1) − 2bn(ηt−2n+1 − 1) log |yt−2n+1|} = o(1).

(4.60)

所以在t充分大时有

Dt = I + I ′ = I(1 + o(1)) ∼ I ∼ y2b1
t y2b2

t−2 · · · y2bn
t−2n+2, (4.61)

即Dt = Zt(1 + γt)，其中

Zt = y2b1
t y2b2

t−2 · · · y2bn
t−2n+2, γt = o(1). (4.62)

2

引理 4.7. 设序列vt满足|vt| = O(log t)。若条件4.3.1成立，即存在

λ ∈ (max(1, b2
b1

, b3
b2

, · · · , bn

bn−1
), b1) (4.63)

满足P1(λ) < 0，其中多项式P1(λ)由(4.4)定义，则在适当的初始条件下不等式

zt+1 ≥ b1zt − b1zt−1 + b2zt−2 − b2zt−3 + · · · + bnzt−2n+2 − bnzt−2n+1 + vt

(4.64)

的解{zt}满足

zs+1 ≥ λzs,∀s ≥ 0. (4.65)
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证明: 设|vt| ≤ C log(n + 1)。记ek = zk − λzk−1，显然有zk = ek + λzk−1。于

是

0 ≤ zt+1 − (b1zt − b1zt−1 + b2zt−2 − b2zt−3 + · · · + bnzt−2n+2 − bnzt−2n+1 + vt)

= et+1 + (λ − b1)zt + b1zt−1 − b2zt−2 + b2zt−3 − · · · − bnzt−2n+2 + bnzt−2n+1 − vt

= et+1 + (λ − b1)et + [(λ − b1)λ + b1]et−1

+{[(λ − b1)λ + b1]λ − b2}zt−2 + b2zt−3 − · · · − bnzt−2n+2 + bnzt−2n+1 − vt

=
...

∆
= et+1 − K1et − K2et−1 − K3et−2 − K4et−3 − · · · − K2n−1et−2n+2 − K2nzt−2n+1 − vt,

(4.66)

其中

K1 = −(λ − b1) = b1 − λ,

K2 = −[(λ − b1)λ + b1] = K1λ − b1,

K3 = K2λ + b2 > 0,

K4 = K3λ − b2 = K2λ
2 + (b2λ − b2),

...

K2n−1 = K2n−2λ + bn

K2n = K2n−1λ − bn = K2n−2λ
2 + (bnλ − bn).

(4.67)

注意到λ ∈ (1, b1), P1(λ) < 0, b2, b3, · · · , bn ≥ 0，显然有

K1 > 0, K2 > 0, K3 > K2λ > 0, K4 > K2λ
2 > 0,

· · · , K2n−1 > K2n−2λ > 0, K2n = K2n−2λ
2 > 0.

(4.68)

且由(4.66)可得

et+1 ≥ K1et + K2et−1 + K3et−2 + K4zt−3 + · · · + K2n−1et−2n+2 + K2net−2n+1 + vt

(4.69)

可以证明，存在初始条件(z0, z1, z2, · · · , z2n−1) ∈ R2n使

e1 ≥ 0, e2 ≥ 0, · · · , e2n−1 ≥ 0, K2nz0 + v2n−1 > 0. (4.70)

事实上，令

N = arg max
t≥0

log(t+1)
λt , (4.71)
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取

z0 ≥ λ2n−1NC
K2n

,

z1 ≥ λz0,

z2 ≥ λz1 ≥ λ2z0,
...

z2n−1 ≥ λz2n−2 ≥ λ2n−1z0,

(4.72)

则显然有

e1 ≥ 0, e2 ≥ 0, · · · , e2n−1 ≥ 0,

K2nz0 + v2n−1 ≥ λ2n−1NC − |v2n−1| ≥ C log (2n) − C log (2n) = 0.
(4.73)

在上述初始条件下，接着由(4.69), 可得e2n ≥ 0，于是z2n ≥ λz2n−1 ≥ λ2nz0。且

由N的定义有

K2nz1 + v2n−3 ≥ λ2nNC − |v2n| ≥ C log (2n + 1) − C log (2n + 1) = 0.

下面设当s = 1, 2, · · · , t时，都有et ≥ 0, zs ≥ λzs−1，注意到

K2nzt−2n+1 + vt ≥ λtNC − |vt| ≥ C log(t + 1) − C log(t + 1) = 0,

并由(4.69)，可知对s = t + 1，有es+1 ≥ 0, zs+1 ≥ λzs。故引理得证。 2

2.定理4.1的证明

我们只需证明：在定理的条件下，对任意的控制律ut ∈ Fy
t，总存在适当的

初始条件和一个具有正概率的集合D，使得在集合D上闭环系统的输出{yt}以超
指数速度趋于无穷大。

考虑如下的状态空间模型(t ≥ 0):

{
θt+1 = θt, θ0 = θ

yt+1 = φτ
t θt + ut + wt+1

(4.74)

其中θ 是满足假设A1的参数向量，φt = (yb1
t , yb2

t−1, · · · , ybn
t−n+1)

τ。

由假设A1和A2以及ut ∈ Fy
t，可知(4.74)是一个条件高斯模型，因而条件期

望θ̂t = E[θ|Fy
t ] 可由Kalman滤波产生，并且估计误差θ̃t

∆
= θ − θt的条件方差阵

Pt
∆
= E[θ̃tθ̃

τ
t |F

y
t ] (4.75)
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由如下Riccati 方程给出

Pt+1 = Pt −
Ptφtφ

τ
t Pt

1 + φτ
t Ptφt

, P0 = I. (4.76)

由(4.74)可知,

yt+1 = φτ
t θ̃t + (φτ

t θ̂t + ut) + wt+1. (4.77)

从而，注意到E[θ̃t|Fy
t ] = 0 和E[wt+1|Fy

t ] = 0以及(4.75)，可知对任意控制

律ut ∈ Fy
t，

E[y2
t+1|F

y
t ] = φτ

t Ptφt + (φτ
t θ̂t + ut)

2 + 1 ≥ φτ
t Ptφt + 1. (4.78)

进而由(4.76)和矩阵求逆公式，可得

P−1
t+1 = P−1

t + φtφ
τ
t . (4.79)

于是

|P−1
t+1| = |P−1

t + φtφ
τ
t |

= |P−1
t (I + Ptφtφ

τ
t )|

= |P−1
t |(1 + φτ

t Ptφt).

(4.80)

从而由(4.78)，可得

E[y2
t+1|F

y
t ] ≥

|P−1
t+1|

|P−1
t |

, ∀t ≥ 0. (4.81)

记βt = (t + 1)5/2。定义

D =
∞⋂

t=0

{ω : E[y2
t+1|F

y
t ] ≤ βty

2
t+1}. (4.82)

由序列{yt}的条件高斯性，类似[42]中附录B中的证明，可证Prob(D) > 0。从而

由(4.82) 可知在正概率集合D上有

y2
t+1 ≥

1

βt

|P−1
t+1|

|P−1
t |

, ∀t ≥ 0. (4.83)

下面我们假设定理中条件成立，即存在λ ∈ (max(1, b2
b1

, b3
b2

, · · · , bn

bn−1
), b1) 满

足P1(λ) < 0，其中多项式P1(λ)由(4.4)定义。我们将证明在适当的初值条件下，

在正概率集合D上对t ≥ 1，

ηt−1 =
log |yt|

log |yt−1|
≥ λ. (4.84)
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从而由引理4.2可知序列{|yt|}将以超指数速度发散到无穷。
我们采用数学归纳法来进行证明。首先考虑t = 1的情形。由(4.79)和P0 = I，

我们有

P−1
1 = P−1

0 + φ0φ
τ
0 > y2b1

0 . (4.85)

因此，联合(4.83) 和|y0| > 1，|y1| ≥
√

P−1
1

P−1
0

> |y0|b1 > |y0|λ.

下面假设对t = 1, 2, · · · , s 都有|yt| ≥ |yt−1|λ，即

ηt−1 =
log |yt|

log |yt−1|
≥ λ.

这时由(4.79), 可得

P−1
t+1 = P−1

0 +
∑t

i=1 φiφ
τ
i . (4.86)

由引理4.6，我们有

|P−1
t+1| = Zt(1 + γt), (4.87)

其中

Zt = y
2b1+

2b2
ηt−1ηt−2

+···+ 2bn
ηt−1ηt−2···ηt−2n+1ηt−2n

t , γt = o(1). (4.88)

于是由(4.83)，可得

y2
t+1 ≥

1

βt

Zt(1 + γt)

Zt−1(1 + γt−1)
= Γt ·

Zt

Zt−1

, (4.89)

其中

Γt = 1+γt

(1+γt−1)βt
. (4.90)

因而

2 log |yt+1| ≥ log Γt + log Zt − log Zt−1

= log Γt + (2b1 + 2b2
ηt−1ηt−2

+ · · · + 2bn

ηt−1ηt−2···ηt−2n+3ηt−2n+2
) log |yt|

−(2b1 + 2b2
ηt−2ηt−3

+ · · · + 2bn

ηt−2ηt−3···ηt−2n+2ηt−2n+1
) log |yt−1|.

(4.91)

注意到log |yt+1| = ηt log |yt|，log |yt| = ηt−1 log |yt−1|，从而有

ηt ≥ log Γt

2 log |yt| + (b1 + b2
ηt−1ηt−2

+ · · · + bn

ηt−1ηt−2···ηt−2n+3ηt−2n+2
)

−( b1
ηt−1

+ b2
ηt−1ηt−2ηt−3

+ · · · + bn

ηt−1ηt−2···ηt−2n+1ηt−2n+2ηt−2n+1
).

(4.92)
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两边同乘ξ(0, t) = η0η1 · · · ηt−1，得

ξ(0, t + 1) ≥ log Γt

2 log |y0| + b1ξ(0, t) + b2ξ(0, t − 2) + · · · + bnξ(0, t − 2n + 2)

−b1ξ(0, t − 1) − b2ξ(0, t − 3) − · · · − bnξ(0, t − 2n + 1).

(4.93)

令zk = log |yk| = ξ(0, k) log |y0|，则有

zt+1 ≥ log Γt

2
+ b1zt − b1zt−1 + b2zt−2 − b2zt−3 + · · · + bnzt−2n+2 − bnzt−2n+1.

(4.94)

由Γt的定义，易知| log Γt| = O(log t)。从而由引理4.7，在适当的初始条件下，必

有zs+1 ≥ λzs成立，或等价地|ys+1| ≥ |ys|λ, ηs+1 ≥ λ。

这样，在适当的初始条件下，在集合D上，由归纳假设|yt| ≥ |yt−1|λ (t =

1, 2, · · · , s) 可以推出|ys+1| ≥ |ys|λ；于是归纳假设对t = s + 1也可以成立。因此，

在正概率集合D上，对充分大的s ≥ 1，都有|ys+1| ≥ |ys|λ，从而由引理4.2，定理

得证。 2

4.3.3 反反反面面面—进进进一一一步步步讨讨讨论论论

条件4.3.1可否进一步减弱？ 对这一问题目前还不能给出非常明确的回答，

从以下方面来说，答案似乎是否定的：(1)从特殊情形来看，该条件已对应于已

知的临界点；(2)从分析技巧上看，在本章证明的思路下，改进的余地也不大；

但要从理论上完整回答这一问题，还需要对正面结果的进一步探索，它最

后归结为一个非常复杂的I型含参迭代系统的稳定性研究，为节省篇幅，本章不

再对此讨论。这方面目前还没有实质性的结果，可以想见的是，这一问题在数

学上可能具有很大的难度。

进一步的推广 在本章中回归向量φt非常简单，它被取为

φt = (yb1
t , yb2

t−1, · · · , ybn
t−n+1)

τ , (4.95)

因此本章研究的高阶离散时间非线性系统仍属于比较简单的模型。基于本章的

思想及技巧，本章的结果可以进一步推广为更一般一些的情形：

φt = (f1(Yt), f2(Yt), · · · , fn(Yt))
τ , (4.96)

其中fk(Yt)与ybk
t−k+1的阶相当。为节省篇幅，本章不再对此进一步讨论。有兴趣

的读者可以参看[114] 等文献获得一些类似的分析技巧。
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关于证明的思想以及基本假设 假设A1和A2的引入是为了可以应用Kalman滤

波得到条件期望θ̂t = E[θ|Fy
t ]，而条件期望可以认为是我们用反馈控制ut ∈ Fy

t

可能得到的未知参数向量θ最好的估计。有了Kalman滤波，才可以得到基本而

关键的不等式(4.78)，它不依赖于任何控制律，从而能设法给出y2
t+1的下界估计，

得到一个II型差分不等式，最终给出本章的不可能性定理。本章以及文献[113]中

结果的大体证明思路都还没有突破[42] 中的原创性思想，其困难之处更多地体

现在寻找条件4.3.1和技术细节上。

由于这一思路需要用到Kalman滤波，因此在理论分析上难以摆脱其限制，

即假设A1和A2并不容易去掉或减弱。这一方法的优点是可以分析高斯噪声（无

界）的情形。最近，文献[68]提出了另一套不同的思路分析类似的一阶参数未知

非线性系统，得到的结果类似于[113]的结果，其方法得益于有界噪声及有界参

数向量的先验假设，这样可以不断利用后验的观测信息，通过“解方程”的思

想，来逐渐减小对真实参数估值的区间大小；它的局限性也在于此，不能用于分

析无界噪声的情形，并且也很难应用于未知参数以非线性方式作用的系统。

其它有趣的问题 基于本章中的方法，我们有可能进一步考虑一些更一般的

系统，比如：

yt+1 =
∑
i,j

θijy
bij

t−j+1 + ut + wt+1, (4.97)

这里指标组bij 很细致的刻画了系统多层次的非线性，那么对这样的系统，能否

给出统一的定理融合本章的结果与[113] 中的结果？这样的问题看起来很有趣，

但目前还不清楚会有什么样的答案，可以预见的是，对这一问题的研究必然也

有相当的困难。

4.4 本本本章章章小小小结结结

本章的不可能性定理说明：对本章研究的具有参数不确定性和高斯白噪声

的高阶离散时间非线性系统，当刻画系统非线性程度的指标组b1, b2, · · · , bn 满

足一个简单的代数条件时，任何控制律都不能使系统全局镇定。这反映了对该

类系统来说反馈机制的一个能力极限，本章的结果是近几年来对类似的一阶系

统已有研究的继续。该结果表明在一定条件下，系统的一阶主项所对应的一个

多项式决定了该系统反馈机制能力的一个极限。

至于本章中给出的条件是否是必要的，还需要进一步研究。这一问题如能

得到彻底解决，无疑对进一步深刻认识反馈机制的能力极限具有重要意义。
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本章中将研究一个简单的一阶离散时间非线性模型，在该模型中内部不确

定性同时体现为非参数结构不确定性和参数不确定性，非参数部分的不确定

性大小由一个Lipschitz常数L来刻画，而参数部分由指标b 来刻画非线性增长速

率。对此模型，我们将构造一个可同时应用于线性增长情形(b = 1) 与非线性增

长情形(b > 1) 的自适应控制器，并在一定条件下证明闭环系统的稳定性。对

于b = 1的情形，如果参数部分为双线性的，则该条件退化为L < 3
2

+
√

2。

5.1 已已已有有有结结结果果果

前两章中已经介绍了反馈机制能力极限方向上的一些结果，这里不再重复。

从前两章的讨论可以看出，在结构未知情形和参数未知情形，我们在证明中用

的思路和方法有很大不同。那么一个很大的问题是：有没有可能把这些不同的

情形统一起来研究？特别地能否把两个“魔数” L = 3
2

+
√

2和b = 4 统一在一个

模型中呢？这是一个很有趣的问题，激发了本章的研究。本章仅对此问题做一

些初步的探索。

5.2 问问问题题题描描描述述述

考虑系统：

yt+1 = f(yt) + θφt + ut + wt+1 (5.1)

其中ut为控制信号；wt+1为未知噪声；f(·)为未知函数且f ∈ F(L)；θ为未知参

数。

在此系统中，有以下的不确定性：

(1)内部不确定性，包括：非参数部分f(yt) 和参数部分θφt。

(2)外部不确定性，即噪声部分wt+1。

我们要问：当系统同时具有非参数结构不确定性及参数不确定性时，整个

反馈机制所能对付的不确定性如何定量刻画？

在本章中，我们作如下的一些假设：
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(A1) 函数f是下列集合中一个完全未知的函数：

F(L) = {f : |f(x) − f(y)| ≤ L|x − y| + c}. (5.2)

其中正常数L可视为系统(5.1)中非参数部分f(·)不确定性的一个度量。
(A2)噪声wt为有界噪声，即|wt| ≤ w。其中w为一常数。

(A3)跟踪信号y∗
t有界，即

|y∗
t | ≤ S, ∀t ≥ 0. (5.3)

(A4)参数部分θφt中，θ为未知参数；而φt为可量测的量，比如φt = g(yt)，其

中g为一已知函数。本章中关于函数g（或等价地关于φt）我们假设：存在正常

数M, M ′，使得对任意x1 6= x2有

M ′ ≤ |g(x1)−g(x2)

xb
1−xb

2
| ≤ M, (5.4)

其中常数b ≥ 1。

注5.2.1.

假设A4意味着当b = 1时，函数g(·)是线性增长的，并且是无界的。特别地
当g(x) = x时，M = M ′ = 1。另外，式(5.4)可进一步减弱为对充分大的x1, x2成

立即可，但为了简单起见，后面的证明中假设式(5.4)对所有实数x1, x2成立。

注5.2.2.

假设A4排除了g(·)为有界函数的情形，因为这种情形很容易处理：事实上，
这时θφt必为有界量，从而令w′

t+1 = θφt + wt+1，则由[116]知：当且仅当L <
3
2

+
√

2时，系统可镇定。

5.3 一一一个个个统统统一一一的的的自自自适适适应应应控控控制制制器器器

为证明本章中的结果，在本节中我们将构造一个统一的自适应控制器，它

同时可用于线性增长的情形(b = 1) 和非线性增长的情形(b > 1)。

为方便起见，首先引入以下记号：设I = [a, b]为一区间，记m(I)
∆
= 1

2
(a+b)表

示I的中心点；而r(I)
∆
= 1

2
|b − a|表示I的半径。另设x ∈ R, δ ≥ 0，记I(x, δ) =

[x − δ, x + δ]表示中心为x，半径为δ的闭区间。
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对参数θ的估计： 在时刻t，可利用的信息有y0, y1, · · · , yt；u0, u1, · · · , ut−1

以及φ0, φ1, · · · , φt。引入如下记号：

zj
∆
= yj+1 − uj

It
∆
=
⋂

i6=j<t

I(
zj−zi

φj−φi
,

L|yj−yi|
|φj−φi| + 2w+c

|φj−φi|)

θ̂t = m(It), δt = r(It).

(5.5)

其中θ̂t = m(It)即可作为在时刻t对未知参数θ的估计。

对gt
∆
= θφt + f(yt)的估计： 令

it = arg min
i<t

|yt − yi| (5.6)

则有

gt = gt − zit + zit

= [θφt + f(yt)] − [θφit + f(yit) + wit+1] + zit

= [θ(φt − φit) + zit ] + [f(yt) − f(yit) − wit+1]

(5.7)

据此，取

ĝt
∆
= θ̂t(φt − φit) + zit = θ̂t(φt − φit) + (yit+1 − uit) (5.8)

控制信号ut的构造： 令

b̄t
∆
= max

i≤t
yi = max(b̄t−1, yt)

bt = min
i≤t

yi = min(bt−1, yt).
(5.9)

在前面的假设下，可构造控制信号如下：

ut =

{
−ĝt + y∗

t+1 若|yt − yit| ≤ D

−ĝt + 1
2
(b̄t + bt) 若|yt − yit| > D

(5.10)

其中常数D取得足够大，将在证明中给出。

5.4 参参参数数数部部部分分分线线线性性性增增增长长长情情情形形形(b = 1)

这一节中我们将研究参数部分线性增长(b = 1)的情形。而对于参数部分非

线性增长(b > 1)的情形，目前还没有得到完整的结果，所以本章将不再讨论。
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5.4.1 主主主要要要结结结果果果

上一节构造出的控制器有如下性质：

定理 5.1. 当b = 1, L · M
M ′ < 3

2
+
√

2 时，由式(5.5)— (5.10) 定义的反馈控制律，

使得闭环系统(5.1)的输出{yt}有界，且有

lim sup
t→∞

|yt − y∗
t | ≤ 2w + c. (5.11)

推论 5.2. 对同时具有非参数不确定性和参数不确定性的系统(5.1)，b = 1时,

(i) 若L · M
M ′ < 3

2
+
√

2，则存在一个反馈控制律，使系统能够被镇定。

(ii) 若φt = yt (即g(x) = x)，则参数部分θφt不确定性的存在并不影响非参数

不确定性所决定的反馈机制的临界值3
2

+
√

2。

推论5.2的证明：(i)是定理5.1的直接推论。(ii)当g(x) = x时，M = M ′ = 1。

这时正面结果由定理5.1立即可得；反面结果可由[116]中不可能性结果得到：

若L ≥ 3
2

+
√

2，对任意控制律{ut}，只要取参数θ = 0，就存在函数f，使得对应

的系统不能被所给的控制律镇定。 2

注5.4.1.

系统(5.1) 与如下系统(未知函数f ∈ F(L))

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1, (5.12)

相比，除了有系统(5.12)的所有不确定性，其内部结构还多了参数不确定性。

因此从直观上看，反馈机制对付系统(5.1)的困难可能会大于系统(5.12)，这

从定理5.1中可得到部分验证（注意M ′ ≤ M）。不过定理在某种意义上还说

明：当M = M ′时，即使多了参数不确定性，但由于参数部分的结构非常明

确（φt = yt！），结构未知部分f(yt)的不确定性就成了主要矛盾，反馈机制仍能对

付L < 3
2

+
√

2 时函数集F(L)代表的结构不确定性（当然构造镇定反馈律的困

难一般要大些）。

注5.4.2.

定理5.1与参数未知线性系统自适应控制的已有结果也是一致的。当L = 0时，结
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构未知部分f(yt)可认为本质上不存在，于是系统(5.1)就成为只含有未知参数的

系统

yt+1 = θφt + ut + wt+1, (5.13)

其中φt = g(yt)可具有线性增长速率（注意L = 0时定理对M, M ′的取值没有什么

限制）。而根据传统自适应控制的研究结果[21]，不管未知参数θ能在什么范围中

取值，系统(5.13) 总能通过最小二乘等辨识与控制算法镇定，本章则通过另一

种途径再次验证了这一结果。

5.4.2 定定定理理理证证证明明明

5.4.2.1 几几几个个个引引引理理理

为证明定理5.1，我们需要下面的引理：

引理 5.3. 设{xn}为有界序列，则

lim
n→∞

min
i<n

|xn − xi| = 0. (5.14)

证明：这一引理是[116]中引理3.4的直接推论，由反证法易得。 2

引理 5.4. 设常数L ∈ (0, 3
2

+
√

2)，d ≥ 0，n0 ≥ 0。若非负序列{hn, n ≥ 0}满足

hn+1 ≤
(

L max
i≤n

hi −
1

2

n∑

i=0

hi + d

)+

, ∀n ≥ n0 (5.15)

其中x+ ∆
= max(x, 0), ∀x ∈ R，则有

lim
n→∞

n∑

i=0

hi < ∞. (5.16)

证明：参看[116]中引理3.3。 2

5.4.2.2 定定定理理理5.1的的的证证证明明明

第1步：记

θ̃t
∆
= θ − θt

y#
t+1

∆
= θφt + f(yt) + wt+1 − ĝt

(5.17)
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则由ut的定义(5.10), 显然有

yt+1 =

{
y#

t+1 + y∗
t+1 若|yt − yit| ≤ D

y#
t+1 + 1

2
(b̄t + bt) 若|yt − yit| > D

(5.18)

下面讨论y#
t+1:

y#
t+1 = θφt + f(yt) + wt+1 − ĝt

= θφt + f(yt) + wt+1 − θ̂t(φt − φit) − (θφit + f(yit) + wit+1)

= (θ − θ̂t)(φt − φit) + [f(yt) − f(yit)] + (wt+1 − wit+1)

= θ̃t(φt − φit) + [f(yt) − f(yit)] + (wt+1 − wit+1)

= (θ̃t + Dt,it)(φt − φit) + (wt+1 − wit+1)

(5.19)

其中

Di,j
∆
=

f(yi) − f(yj)

φi − φj

,

显然Dij = Dji。

对任意的i 6= j < t，注意到

zj−zi = (yj+1−uj)−(yi+1−ui) = θ(φj−φi)+[f(yj)−f(yi)]+[wj+1−wi+1], (5.20)

从而

θ − zj − zi

φj − φi

= −Di,j −
wj+1 − wi+1

φj − φi

. (5.21)

故

θ̃t+Dt,it = (θ− zj − zi

φj − φi

)−(θ̂t−
zj − zi

φj − φi

)+Dt,it = Dt,it−Di,j−
wj+1 − wi+1

φj − φi

+∆i,j(t)

(5.22)

其中

∆i,j(t) =
zj − zi

φj − φi

− θ̂t. (5.23)

第2步：因为L · M
M ′ < 3

2
+
√

2，所以存在ε > 0 使L · M
M ′ + ε < 3

2
+
√

2。

下面引入一些[116]中的记号。记

Bt
∆
=[bt, b̄t], ∆Bt = Bt − Bt−1 (5.24)

和

|Bt| = b̄t − bt, |∆Bt| = |Bt| − |Bt−1| (5.25)
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显然若yt+1 ∈ Bt，则|Bt+1| = |Bt|；否则有

|Bt+1| =
1

2
|Bt| + |yt+1 −

1

2
(bt + b̄t)|. (5.26)

根据it的定义，易知

|yt − yit|
{

= |∆Bt| 若yt 6∈ Bt−1

≤ |∆Bi| 否则:yt ∈ ∆Bi ⊂ Bt−1

(5.27)

第3步：根据假设A4，固定ε，我们取常数D，D′使得|yi−yj| > D时|φi−φj| >

D′ > 4M(2w+c)
ε
。

我们证明对任意s > 0，总存在t > s，使得|yt − yit| ≤ D。事实上，如若不

然，则存在s > 0，对任意的t > s，总有|yt − yit| > D, 相应的|φt − φit| > D′。

于是，根据D的定义，对充分大的t和j < t,

|
wj+1 − wij+1

φj − φij

| ≤ |2w
D′ | <

1

4M
ε; (5.28)

同时根据θ̂t的定义，可知对任意i, j < t，

|∆i,j(t)| = | zj − zi

φj − φi

− θ̂t| ≤
L

M ′ +
2w + c

|φj − φi|
, (5.29)

特别地对s < j < t, i = ij，有

|∆j,ij(t)| = |∆ij ,j(t)| ≤
L

M ′ +
2w + c

D′ ≤ L

M ′ +
1

4M
ε. (5.30)

下面考虑Dt,it − Dj,ij。令dn = Dn,in，根据Di,j的定义，

|Di,j| = |f(yi) − f(yj)

yi − yj

| · | yi − yj

φi − φj

| ≤ L

M ′ , (5.31)

知序列{dn, n > s}有界，于是根据引理5.3，

lim
t→∞

min
s<j<t

|dt − dj| = 0. (5.32)

从而存在s′ > s，对任意t > s′, 有相应的j = j(t)，使得

|Dt,it − Dj,ij | = |dt − dj| <
1

4M
ε. (5.33)
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综上可得，对任意t > s′，取相应的j = j(t)，

|θ̃t + Dt,it| = |Dt,it − Dij ,j − wj+1−wi+1

φj−φij
+ ∆ij ,j(t)|

≤ |Dt,it − Dij ,j| + |wj+1−wi+1

φj−φij
| + |∆ij ,j(t)|

≤ 1
4M

ε + 1
4M

ε + ( L
M ′ + 1

4M
ε)

= L
M ′ + 3

4M
ε

∆
= Lε.

(5.34)

进而

|y#
t+1| = |(θ̃t + Dt,it)

φt−φit

yt−yit
(yt − yit) + (wt+1 − wit+1)|

≤ LεM |yt − yit| + 2w.
(5.35)

由于|yt − yit| > D，可知

yt+1 = y#
t+1 +

1

2
(b̄t + bt). (5.36)

根据(5.34)及第2步结果，可得

|Bt| ≤ |Bt+1| ≤ max{|Bt|, 1
2
|Bt| + |yt+1 − 1

2
(bt + b̄t)|} = max{|Bt|, 1

2
|Bt| + |y#

t+1|}
(5.37)

因此结合(5.35)可得

|∆Bt| ≤ (LεM |yt − yit| + 2w − 1
2
|Bt|)+, (5.38)

这里

LεM = ( L
M ′ + 3

4M
ε)M = L · M

M ′ + 3
4
ε < 3

2
+
√

2. (5.39)

由t > s′的任意性，联合引理5.4，可得

∑
j>s′

|∆Bj| < ∞, (5.40)

从而{|Bt|}有界，再由引理5.3，

|yt − yit| ≤ min
i<t

|yt − yi| → 0. (5.41)

这与前面的假设矛盾！

第4步：根据前一步结果，对任意s > 0，总存在t > s，使得|yt − yit| ≤ D。

容易证明{|θ̃t|} 有界，不妨设|θ̃t| ≤ L′。注意到

y#
t+1 = θ̃t(φt − φit) + [f(yt) − f(yit)] + (wt+1 − wit+1), (5.42)
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于是有

|yt+1| ≤ |y#
t+1 + y∗

t+1| ≤ L′|φt − φit| + (L|yt − yit| + c) + 2w ≤ Y, (5.43)

其中常数Y = L′MD + LD + c + 2w + S。下面的证明类似[116]。

令

t0 = inf
t>0

{t : |yt| ≤ Y }, tn = inf
t>tn−1

{t : |yt| ≤ Y }, (5.44)

显然有tn < ∞。
令vn = ytn，显然{vn}有界。于是由引理5.3，当n → ∞时

min
i<n

|vn − vi| → 0. (5.45)

因此对任意ε > 0，存在n0，使得对任意n > n0，

min
i<n

|vn − vi| < ε. (5.46)

于是

|ytn − yitn | = min
i<tn

|ytn − yi| ≤ min
i<n

|ytn − yti| < ε. (5.47)

取ε充分小，故对任意n > n0,

|ytn+1| ≤ L′Mε + Lε + c + 2w + S ≤ Y. (5.48)

从而由tn的定义，tn+1 = tn + 1！因此对任意t ≥ tn0，

|yt| ≤ Y, (5.49)

即yt有界。

最后，再利用引理5.3，当t充分大时，|yt − yit| ≤ ε，从而

|yt+1 − y∗
t+1| = |y#

t+1| ≤ L′Mε + Lε + c + 2w. (5.50)

由于ε可取任意小，定理得证。 2

5.5 本本本章章章小小小节节节

本章中研究了一个简单的同时具有非参数结构不确定性和参数不确定性的

一阶离散时间非线性模型，并构造了一个可同时应用于线性增长情形(b = 1) 与

非线性增长情形(b > 1) 的自适应控制器，并对于线性增长情形在一些条件下证

明了闭环系统的稳定性。对于非线性增长情形，我们希望完全给出使闭环系统

稳定的b, L,M, M ′之间的关系，这一目标目前还未实现，有待今后进一步研究。



第三部分

有限模型自适应控制问题



第第第六六六章章章 有有有限限限模模模型型型自自自适适适应应应控控控制制制问问问题题题

本章将提出有限模型自适应控制问题，简单介绍研究这些问题的背景，并

给出几种控制器设计方案，引入一些本部分中要用到的一些概念与记号，最后

还将介绍与这些问题相关的已有研究，揭示它们间的联系。后面几章中将用几

种不同的思想、方法来对这些问题作具体的研究。

6.1 背背背景景景介介介绍绍绍

在前一部分中，对几类典型的不确定非线性系统，对反馈机制的能力与

极限进行了一些探索。在这些结果以及这一方向上已有的各种结果[42, 43, 68,

113, 114, 116, 117, 118, 119, 121] 中, 可以看到其中所考虑的不确定函数集F 都
是具有无穷多个元素的函数集。比如，在[42]中考虑的系统是

yt+1 = θyb
t + ut + wt+1, b > 0,

其中θ 是未知参数，常数b > 0 代表非线性增长程度，可以认为这里考虑的不确

定函数集为

Fb
∆
={f : R → R|f(x) = θxb, θ ∈ R}.

再如，在[116]中考虑的系统是

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1,

其中未知函数f具有Lipschitz常数L，因此这里考虑的不确定函数集为

F(L, c)
∆
={f : R → R||f(x) − f(x′)| ≤ L|x − x′| + c, ∀x, x′ ∈ R}.

这些研究中涉及的系统看起来非常简单，事实上f已知时对应的控制问题

甚至是平凡的，然而正是函数f未知使得问题远非平凡。在某种意义上可以认

为，由于这些研究中考虑的函数集内在结构的复杂性（都包含无穷多元素），从

而对应的反馈机制能力极限有着很不平凡的临界现象。那么自然地，从理论上

可以提出如下问题：对于看起来更简单的情形—函数集F仅包含有限个元素（或
者可挑选出有限个代表元素），反馈机制能力极限如何？是否总能找到反馈控制
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律对付F有限的不确定性？在这种情况下，如何设计有效的反馈控制器？所有这
些问题我们称为有限模型自适应控制问题。这些问题的答案并非显而易见，原

因如前所述。

从另一方面来看，类似的问题在实际中是很常见的。例如，在一些设备中

我们不知道其确切的内部结构（或参数），然而通过一些物理或实验知识可知内

部结构（或参数）仅有有限种可能（它们可以被视为一些已知的模型）。

因此不论在实际中还是理论上研究前面提出的问题都是很有意义的。对这

些问题的研究不仅使我们更进一步理解反馈机制能力和极限，而且可以提供一

些实际的或潜在的应用。我们后面还将看到，这一部分研究的问题与混杂系统、

特别是切换非线性系统有密切的联系，并且为后者的研究提供了一些新的方法

和思路。由于这些问题的动机来自对反馈机制能力和极限的研究，但在思想、方

法、结果等很多方面都不同于前一部分，因此我们将有限模型自适应控制问题

作为一个独立的专题部分来讨论。

6.2 问问问题题题描描描述述述

我们考虑如下的离散时间不确定系统：

yt+1 = H(yt, ut, wt+1), (6.1)

其中未知函数H ∈ H, 这里函数集H包含有限个元素或者“本质上”有限个元
素（后文会具体解释两种情形的差别），{wt}为噪声序列，{ut}为控制（输入）
信号序列，{yt}为系统输出信号序列（这些信号可以为一维的纯量或高维的向
量）。

情形I: 函数集H仅有有限个元素，即

H = H0
∆
={H1, H2, · · · , HM},

这里Hi, i = 1, 2, · · · ,M 为已知的若干个函数，每个函数对应于一个模型。在该

情形下，真实的系统能被某个模型HK（这里K未知）精确刻画。

情形II: 函数集H可能有无限多元素，但是能找到一个有限元素的函数
集（模型集）

H0
∆
={H1, H2, · · · , HM},



第六章 有限模型自适应控制问题 89

使得H中的每个元素H 位于函数集H0中某个元素HK（这里K未知）的一个“邻

域”内。这意味着真实的系统可以用某个模型HK来近似刻画，允许一定的建模

误差（即未建模动态）。

我们可以利用历史信息{yt, yt−1, · · · , y0; ut−1, ut−2, · · · , u0} 来设计控制
律{ut}，控制目标是使得在未知函数H ∈ H的前提下，利用已有的有限个
模型来设计控制律使闭环系统在某种意义下稳定。直观地看，我们可以从以下

方面来理解这些问题：当只知道真实系统能被M个已知模型中的某一个来描述，

但不知道到底哪一个可以适当的描述真实系统时，我们想知道：能使真实系统

镇定的控制器存在吗？存在的话，怎样来设计控制器？显然函数集H和H0的结

构或特点决定了问题的答案。本部分后面的章节将对这些问题进行探索。为方

便起见，在本部分中我们将情形I、II分别对应的问题称为问题I、II。

6.3 几几几种种种控控控制制制器器器设设设计计计方方方案案案

解决前述问题很自然的思想是利用好针对已知的每个模型设计的控制器。

我们假设对已知的模型Hi，存在一个能使其稳定的控制器u
(i)
t = Ki(yt)（这里

为便于讨论，仅使用当前状态的反馈），使对应模型为Hi的闭环系统

yt+1 = Hi(yt, Ki(yt), wt+1)

在某种意义下稳定。显然这一假设是必要的，如若不然，则存在某个模型没有

对应的镇定控制器，那么当真实系统恰为该模型时，系统就不可能有稳定性。

在情形I 和II中涉及多个非线性模型，且通常一个固定的控制器不能使所

有的模型稳定，因此需要有不同于鲁棒控制和传统自适应控制的技术来解决前

面提的问题。尽管在文献中已经对一些特殊系统类似的或相关的问题进行了研

究（参考后面的讨论），但是对一般的非线性系统，问题I和II还没有完整而直接

的答案。

我们将在后面几章中考虑如下的一些设计思想：

先辨识出K，再直接选用控制器u
(K)
t 其思想是根据某些条件排除掉不可行

的控制器，有限步后留下可行的控制器。这种方法非常简单，只能用于噪声有

界的情形，由于其本质上不具有适应性的特点，其稳定性分析比较简单，需要的

条件也很弱，但有其不可避免的局限性。
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利用有限个已知模型对应的的控制器在某种误差指标下进行反复切换 其

思想是在每一步，通过计算某种误差指标（如累积的或加权累积的误差），来确

定每一步切换到哪个控制器。这一方法可同时适用于有界噪声或无界噪声，并

且直观上和实践上具有一定的适应性。然而，由于噪声和未建模动态的因素，使

得一般不能保证切换到可行的控制器上，并且这种方式给出的切换序列不能预

测，也难以分析其统计性质，因此已有的切换系统的各种方法和结果难以在此

应用，在分析上有较大的困难。本部分将对类似最小二乘（LS）和加权最小二

乘（WLS）的两类算法进行分析，其区别在于对历史信息的侧重程度有所不同，

这将造成这两类算法的稳定性及分析方法有很大的差别。我们得到的结果实际

上也可以用于较一般的切换系统。

利用有限个已知模型对应的的控制器进行加权组合，通过误差信息来调整组合

的权重 这种方法区别于上一种方法的地方是：它不是在控制器间切换，而

是进行控制器的加权组合，权重组合根据各模型的误差信息进行渐近调整，因

此控制信号一般不会有大的跳跃，但又具有一定的适应性。

将真实系统理解为含有伪参数的回归模型，用已有的参数辨识算法估计伪参

数 这一方法的思想是将真实系统理解为一个回归模型，回归系数向量

为(0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)τ（第K个分量为1），把它视为系统的未知“参数”，然后

可用已有的各种参数辨识算法来递推估计它。这一方法有点类似上一方法，但

辨识算法得到的伪参数向量的估计一般不具有归一化的特点。这一方法的优点

是可以应用很多已有的参数辨识算法，并可能利用已有的大量研究分析其稳定

性，其局限性在于这些算法在此应用时一般计算量较大，为保证其稳定性通常

需要线性增长条件，因为对一般的非线性系统还缺乏非常成熟有效的辨识算

法。

我们将着重研究以上途径中基于切换控制的方法，下面的两章中将研究类

似最小二乘（LS）和加权最小二乘（WLS）的两类算法；而在其后的一章中，将

针对其它的几种途径，分别提出一些典型的算法并对它们的稳定性进行研究。

6.4 与与与切切切换换换系系系统统统的的的联联联系系系

本节中将对基于切换控制的方法作一点讨论，从中可看到本章问题与切换

系统的本质联系。
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在基于切换控制的方法中，控制律取为ut = u
(it)
t = Kit(yt)，其中{it}为切换

序列。将此控制律代入系统方程，可得闭环系统

yt+1 = H(yt, Kit(yt), wt+1). (6.2)

令

Fi(x,w)
∆
= H(x,Ki(x), w), (6.3)

则闭环系统等价于一个一般形式的切换系统

yt+1 = Fit(yt, wt+1), (6.4)

因此我们只需研究上述切换系统的稳定性。在这一问题中，对函数Fi不作特殊

的要求，即它们可具有非常任意的非线性特点。

在下面的两章中，我们将直接在函数集{Fi, i = 1, 2, · · · ,M} 加一定条件
来研究闭环系统的稳定性，这些条件同时蕴含了对函数集H,H0 以及控制器集

合{Ki}的要求。因此，我们的研究不仅仅在一定意义上回答有限模型自适应控
制问题，而且也是对一类较一般的切换非线性系统的研究。与已有的关于切换

系统的大量研究相比，我们这里考虑的切换系统有如下的一些特点：

1. 每个子系统对应的非线性函数Fi没有特定的形式，有较大的任意性。

2. 在我们的方法中，切换信号序列{it}由优化某个与Fi(yj, wj+1)有关的误差

指标得到，因此该序列依赖于系统的状态和外界噪声，不能提前准确预

测。

3. 同样的原因，切换信号序列{it}并不固定或预先知道路径，也不具有马氏
跳的特点，也很难得到平均停留时间或频率等统计性质。

4. 我们给出的稳定性条件，粗略地说，只要求各个子系统yt+1 = Fi(yt, wt+1)（i =

1, 2, · · · ,M）中有一个子系统稳定，其它子系统不要求稳定。

由于上面的一些特点，可以想象闭环系统的稳定性分析一般来说比较困

难。而且，由于这些特点，研究切换系统常用的一些方法（参考[71, 125, 131]及

其中的大量文献），比如共同Lyapunov函数法(CLF, 如[84, 98])、多Lyapunov函

数法(MLF,如[18, 87])、平均停留时间方法(ADT,如[34, 47]) 等难以在此直接应

用。
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在下面的两章中，我们进一步假设：在时刻t，对任意j < t和k = 1, 2, · · · ,M，

能够利用信息{yt, yt−1, · · · , y0; ut−1, ut−2, · · · , u0} 来计算出Fk(yj, wj+1)。比如对

如下形式的系统(函数g已知但f未知)

yt+1 = f(yt, wt+1) + g(yt, ut),

这一假设使得我们可以利用Fk(yj, wj+1)（它们的值一定意义上代表着误差信

息）来设计切换序列it，从而可用历史信息给出控制律。从后两章中的证明过程

可以看出，这一假设有可能进一步减弱，比如Fk(yj, wj+1) 不能由历史信息计算

出来，但它们满足一定条件的上下界函数能通过历史信息计算出来。为简单起

见，在后面的研究中将不再讨论这些情形。

同样为方便讨论，我们假设噪声为可加噪声，从而函数Fk(x,w) 有如下分

解：Fk(x,w) = Fk(x) + w，这里我们仍用记号Fk，一般情况下并不会导致混淆，

因为两种记号参数个数不同。这一假设不是本质的，但能避免引入过多复杂的

技术细节。

一个非常简单但不平凡的系统是

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1, (6.5)

其中未知函数f ∈ F，并设我们有M个模型(i = 1, 2, · · · ,M)：

yt+1 = fi(yt) + ut + wt+1, (6.6)

即模型集可用F0 = {f1, f2, · · · , fM}来代表。显然对已知的模型fi可以取控制

器u
(i)
t = Ki(yt)

∆
=−fi(yt), 从而对系统(6.5)显然有Fi(yt, wt+1) = f(yt) + u

(i)
t +

wt+1 = yt+1 − ut − fi(yt).

6.5 已已已有有有相相相关关关结结结果果果

从上一节可知，本部分中的问题与混杂系统控制特别是切换控制有密切的

联系，因此有必要对一些相关的结果（如[7, 8, 17, 20, 89, 99]）进行一下回顾总

结。

首先，从非线性系统非参数辨识与控制（不涉及到多个模型）的角度

看，已有的研究很少。比如，在[89]中研究了如下的非线性系统模型Xt+1 =

f(Xt)+Ut + ξn+1,其中未知函数f满足一定的条件，该文对此不确定系统提出了
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两种自适应控制律并给出了一些较好的结果（类似一致几乎处处收敛性）。从形

式上看，该文研究的问题有点类似本部分的问题，但可以注意到该文对函数f有

全局Lipschitz条件的假设（并且Lipschitz常数有一定限制），这使得函数f必然

是线性增长的；而我们的问题原型中并不限于此。另外，该文还有很多其它的

假设，它所关注的系统性质也与本部分问题有所不同。

对于含有未知参数的线性系统，文献中有了大量的研究。当参数集有限时，

一个典型的工作可参考[20], 其中考虑的系统具有高斯白噪声，未知参数取自一

个有限集合，文章作者对该系统的二次高斯指标问题（LQG）进行了研究，通过

一种所谓“有偏损失函数”的方法解决了该问题，并作为副产品给出了闭环系

统稳定性的证明。

对于具有特定参数结构的一些非线性系统，文献中也有一些研究（如[8, 17,

23]）。比如，文献[8]中研究了一类具有凸（凹）参数结构的连续时间系统的自适

应控制问题，给出了参数收敛的一些条件，其方法的局限性在于：只研究了确定

性的系统，系统的非线性部分需假设为有界的，而且凸（凹）条件是必需的。此

后，文献[99]中对一类离散时间非线性参数化系统提出了一个所谓的极小-极大

估计器，给出了一些参数收敛的条件，在该方法中非线性部分的有界性、参数

域的紧性、噪声的有界性都是必需的。

至于本章中提出的问题，近期的文献中对一些类似的问题有过讨论，特别

是所谓的“有监督切换控制”（Supervisory Switching Control）方法吸引了一些

学者的注意。比如，文献[7] 对一类非线性参数化的离散时间系统，基于否定不

可行控制器的思想，提出了一种“有监督切换逻辑”的途径来设计控制器，证

明了系统能实现所谓“实际意义下的输入-状态稳定性”(practical input-to-state

stable)。这一结果从数学上看非常漂亮，需要的条件是噪声必须有界（不必先

验地知道噪声的上界），并假设能够设计出一族鲁棒输入-输出稳定的控制器。

通过利用输入-状态稳定性的概念，他们的方法可以用于较广泛的一类非线性

系统。使用这一途径的前提是找到与输入-状态稳定性关联的各ISS-Lyapunov函

数，因为构造控制算法时需要用这些函数之间的性质来达到否定不可行控制器

的目的。这一要求可能在某种程度上会限制该方法在实际中的应用，因为构造

出ISS-Lyapunov函数通常是比较困难的；另外，从根本上说，由于采用了“否定

不可行控制器”的思想，有限步后系统将不再进行任何切换，从而固定在某个控

制器上，算法将失去适应性；正是这一特点使得该文中的算法较容易分析，因

此，为克服该算法的这些缺点，当系统的参数随时间可能变化时，需要用周期性
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重启、时间窗口等技术（参考[7]）来修正该文中的算法，然而这些修正算法的理

论分析仍然是目前未能解决的问题。

关于切换控制方面的结果，已有的研究非常多，根据切换律的特点，文献

中主要研究关于任意切换律的稳定性、马氏跳变切换系统的稳定性、切换律具

有一定统计性质（停留时间/平均停留时间）的系统的稳定性等等。已有研究中

不管切换律是否可观测，多数都要求切换律与状态及噪声无关（独立），而且多

针对切换线性系统进行讨论。由于本部分问题与多数切换系统已有研究的区别，

本文不再详细介绍这方面已有的成果，可参考上一节中提到的部分文献。

6.6 本本本部部部分分分预预预备备备概概概念念念

为后几章中叙述方便起见，本章中先引入以下概念：

定义 6.1. 如果在噪声序列{wt}有界的条件下，输出序列{yt}有界，则称系
统yt = F (yt−1, wt)有输入有界输出有界稳定性(BIBO 稳定性)。

定义 6.2. 如果在噪声序列{wt}满足

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|wt|p < ∞ (6.7)

的条件下，系统的输出序列{yt}在p次平均意义下有界，即

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|yt|p < ∞ (6.8)

则称系统yt = F (yt−1, wt)具有p-平均稳定性。

注6.6.1.

式(6.7)是一个非常弱的条件，它对很多类随机噪声几乎处处都成立，比如具有

有限绝对p阶矩的独立同分布噪声序列{wt}。因此p-平均稳定性常用于随机系

统。在文献(如[21])中，对噪声序列{wt}的一个标准的较弱假设是：{wt}为一鞅
差列且满足

sup
n

E[|wn+1|β|Fn] < ∞, (6.9)

对某个β ∈ [2,∞)；借助鞅收敛定理[21] 等工具可以证明一定条件下式(6.9) 蕴

含了式(6.7)。
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定义 6.3. 对系统yt = F (yt−1, wt)，如果输出序列{yt}满足(噪声{wt}满足一些统
计条件)

sup
t

Ey2
t < ∞ (6.10)

则称该系统是随机均方稳定的。

注6.6.2.

随机均方稳定性和p-平均稳定性有一定的联系（比如对序列{yt}加一些遍历性
条件），但互不蕴含，须视具体情况来选用。在研究随机系统时，经常分析其随

机均方稳定性。但在本部分的大多数研究中，由于涉及的切换系统或混杂系统

中的离散信号序列（表现为切换序列{it}）都依赖于状态及噪声，因此数学期望
等统计性质在此相对较难分析，这也是本部分中主要分析BIBO稳定性和p-平均

稳定性的一个原因。后面的章节中，将对其中一个算法分析随机均方稳定性，主

要原因是该算法本质上将系统看成回归模型，对“伪参数向量”用传统的系统

辨识算法来辨识，从而较适用于分析其随机均方稳定性。

在本部分中，为方便起见，还将使用如下的记号：̄ρ(h) = lim sup
|x|→∞

|h(x)|, ρ̃(h) =

lim sup
|x|→∞

|h(x)|
|x| . 同时我们定义ρ̄(g, g′)

∆
= ρ̄(g − g′), ρ̃(g, g′)

∆
= ρ̃(g − g′). 在这里用相同

的记号并不会导致歧义。显然，ρ̄(g, g′)和ρ̃(g, g′) 可用来衡量函数g与g′间的“距

离”。对于x为向量的情形，上面定义中的| · |可用某种向量范数来代替。本部分
中将主要考虑一维的系统，即yt ∈ R的情形，而对于高维或高阶的系统，从概念
和思想上来说，并没有多少本质差异。所以除了个别情形，本部分后面几章将

不再讨论高维或高阶的系统。

在本部分中，我们总假设(A0) 函数Fi(x)与Ki(x) (i = 1, 2, · · · ,M)是局部

有界的。这一基本假设并不苛刻因为即使是无界的或不连续函数都可能满足这

一假设。比如，由于任意连续函数在一闭区间内都有界，从而任意R内的连续函
数都满足这一假设。这一假设排除了类似 1

x
这样的函数。

6.7 本本本章章章小小小结结结

本章中提出了有限模型自适应控制问题，简单介绍了这些问题的背景，给

出了几种控制器设计方案，引入了一些概念和记号，介绍了与这些问题相关的

一些研究。在接下来的两章中，将分别对拟LS型算法和拟WLS型算法进行稳定
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性分析和讨论。然后在本部分最后一章，将对本章中提到的其它一些算法作一

些稳定性分析和讨论，并对本部分的内容进行简单的总结。



第第第七七七章章章 拟拟拟LS型型型算算算法法法及及及分分分析析析

在本章中我们对有限模型自适应控制问题，提出并研究了拟LS型算法，该

算法借鉴了常用的最小二乘算法的思想，应用了所有的历史信息，并把这些信

息以同等重要程度来对待。对这一算法，我们将在线性增长条件下证明其p-平均

稳定性。该算法对噪声要求的条件较低，只需要噪声在p次平均的意义下有界即

可，因此能同时对付有界噪声与无界噪声。同时由于该算法具有一定的适应性，

它能够克服一些基于“否定不可行控制器”思想的监督切换控制（Supervisory

Switching Control）的缺点。

7.1 拟拟拟LS型型型算算算法法法

由于最小二乘(LS)算法是统计、系统辨识和自适应控制中常用的一种估计

方法，并且在实际中有着较好的性能，因此在本章中我们首先提出一种借鉴最

小二乘思想的拟LS型算法。它与普通最小二乘的共同之处是利用误差信息的累

积和来决定最合适的估计，但区别之处也非常明显，详见算法后面的讨论。

算法7.1.1.

取控制律为

ut = u
(it)
t = Kit(yt), (7.1)

其中

it =





arg min
k

St(Fk), 如果|yt| > d

it−1, 否则

对1 ≤ k ≤ M，定义St(Fk)如下：(S0(Fk) = 0)

St(Fk) = St−1(Fk) + |Fk(yt−1, wt)|p.

此处d ≥ 0和p ≥ 1可以任意选取。

注7.1.1.

由St(Fk)的定义，可知

St(Fk) =
t∑

j=1

|Fk(yj−1, wj)|p.
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当d = 0时，it = arg min
k

St(Fk), 特别地当p = 2, d = 0时，此算法相当于最小

二乘算法。此算法引入参数d用来调整系统性能和速度：选择较大的d可以减少

计算量，从而提高算法效率；而选择较小的参数d，系统会有较好的的控制效

果，但计算量和切换次数可能会较多。参数p一定程度上可用来调整系统的稳

健性(鲁棒性)：p越小稳健性越好；比如p = 1时，在统计上常被视为一种稳健估

计。

注7.1.2.

算法7.1.1不断地根据历史时刻得到的误差信息自适应地选择“看起来”比较合适

的控制器，因此直观上应该可以对付慢时变的系统，这在仿真中也得到了证实。

但值得一提的是，由于这一算法同等看待所有历史信息，因此并不适于在长期

快变的系统中使用，因为对这样的系统，显然最近时刻的信息最重要，这时下一

章中介绍的拟WLS型算法更合适一些。不过即便如此，也可以通过对这里介绍

的拟LS型算法引入周期性重启动、时间窗口等方法进一步提高这一算法的可用

性。

7.2 主主主要要要结结结果果果

为研究算法7.1.1，我们引入如下假设：

AL. 对任意的1 ≤ i ≤ M，ρ̃(Fi) < ∞。换言之，存在某个常数A ≥ 0和A′ ≥
0，使得

|Fi(x)| ≤ A|x| + A′, ∀x ∈ R

[在此我们对A和A′的取值没有限制。]

AK. 存在某模型HK ∈ H0 使得ρ̃(FK) < ε, 其中常数ε ∈ (0, 1) 足够小，满

足αε
∆
= MCεp < 1, 这里C 是一个依赖于H0 和H 的常数（其取值可参看后文的

证明）.

AW. 噪声序列在p次平均的意义下有界，即

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|wt|p < ∞. (7.2)

定理 7.1. 对系统(6.1), 若假设条件AL 、AK 和AW 成立，则拟LS型算法7.1.1

闭环系统有p-平均稳定性。
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注7.2.1.

假设AL 要求函数Fi(x) 有线性增长速率. 假设AK 保证了至少有一个模型HK

可用来较好的近似真实的系统H，在某种程度上函数FK(x) 可被视为“逼

近误差”或“未建模动态”。对特殊的系统(6.5), 假设AK 较容易验证，尤其

是f ∈ F0时，由于存在K 使得f = fK, 相应的FK(x) = 0。

注7.2.2.

对有界噪声或具有任意阶绝对矩有限的独立同分布随机噪声序列，我们只要

求ε ∈ (0, 1)，就可以取p > 1足够大就可使αε < 1。

注7.2.3.

对有界噪声，一般情况下我们希望输出序列{yt}有界；然而对拟LS型算法这一

点还做不到。后面将构造出反例说明：即使噪声有界和假设AL成立，输出序

列{yt}也可能无界。与拟LS型算法不同，对后两章中的拟WLS型算法和一些其

它算法，我们将在一些相对较弱（不必局限于线性增长情形）的假设下证明它们

有BIBO稳定性。

注7.2.4.

我们有必要说明一下在分析算法7.1.1时存在的困难。在系统辨识和自适应

控制领域中，对传统LS算法的理论分析吸引了很多学者，并且在过去几十

年中也取得了很大的进展（参考[21, 72]）。对随机线性系统，郭和陈通过充

分利用递推LS算法的特殊结构特征，得到了LS估计器的一些基本性质（参

考[21, 39, 41]）。然而，对算法7.1.1，由于缺少像Riccati方程这样的公式，所

以LS算法的基本性质不可用，因此我们需要探索一些新的方法来研究前面提到

的拟LS型算法。在本章的证明中可以看到有限个模型的特点和线性增长率的假

设在稳定性分析中起很大作用。后面还将通过反例说明：对拟LS型算法来说，

线性增长的假设不能去掉，这一点类似于传统的LS算法。

7.3 主主主要要要结结结果果果在在在参参参数数数情情情形形形的的的应应应用用用

在有限模型自适应控制问题中，我们并不要求真实系统和各个模型具有类

似的结构特点；然而在实际应用中，会经常遇到系统含有未知参数，这恰恰是传

统自适应控制主要研究的情形。那么，前面给出的结果能否应用于参数情形呢？

为简单起见，我们以一个特殊的系统为例来说明这一问题：考虑如下参数
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不确定系统

yt+1 = f(θ, yt) + ut + wt+1,

其中函数f(θ, x)已知，但参数θ的值未知。由于参数θ在一个大范围内未知，很多

时候不能设计一个鲁棒控制器来“对付”所有可能的θ值，但有可能针对若干个参

数值θi（代表若干个已知的模型）分别设计相应的局部鲁棒控制器。容易看出，

这种情形可作为有限模型自适应控制问题的特例。为便于清楚简明的说明思想，

在本节中我们仅考虑这一类简单的参数不确定系统。

在这一部分中，我们将应用非参数情形的结果，来对参数情形做一些讨论。

7.3.1 “恰恰恰当当当开开开覆覆覆盖盖盖”

我们首先需要研究一个函数空间(L, ρ̃)。记L为具有线性增长率的函数集合，
并且我们可以根据距离ρ̃(·, ·)在L中定义拓扑。对任意函数g ∈ L，我们可以定义
一个半径为r的开球：

B(g, r)
∆
={g′ ∈ L : ρ̃(g, g′) < r}.

采用这种方法，我们可以定义一个伪度量空间(L, ρ̃)。

注7.3.1.

注意到L并不是一个度量空间(因为由ρ̃(g, g′) = 0得不出g ≡ g′)，因此度量空间

的很多性质不能用来研究L。可以证明伪度量空间L不是一T0空间，从而也不

是T1空间，豪斯多夫(T2)空间或T3空间，所以拓扑空间的很多结果都不能用。不

过，可以证明L是一准紧空间，这样由拓扑[58]的知识，可以证明集合F为L中的
紧集当且仅当在F上对每个序列{gn}∞n=1 ⊂ F存在一聚点，这可能对验证L的子
集的紧致性有用。

现在假设真实系统f ∈ F，其中F为L的一紧子集。则存在有限个开
球{B(fi, ri)}使得B(f1, r1),B(f2, r2),· · · ,B(fM , rM) 能覆盖集合F，即

F ⊆
⋃M

i=1 B(fi, ri).

对这样一个开覆盖，令

ε = max(r1, r2, · · · , rM), (7.3)
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如果对某个常数p ≥ 1，定理7.1的条件“αε < 1”成立，则称{B(fi, ri), i =

1, 2, · · · ,M}为F的恰当开覆盖。
由定理7.1可得以下定理：

定理 7.2. 对系统(6.5)，假设f ∈ F，其中F为L的一个紧子集。如果对某个常
数p ≥ 1来说，存在紧集F的一个恰当开覆盖{B(fi, ri)}，则在算法7.1.1下，系

统(6.5)在p-平均意义下稳定。

那么给出L的一个紧子集F，是否总存在F的一个恰当开覆盖？在有界噪声
情形下答案是肯定的。事实上，对任意小的0 < ε < 1，

F ⊆
⋃

g∈F B(g, ε),

因此由紧集的定义，存在开覆盖{B(g, ε), g ∈ F}的一个有限子覆盖{B(gi, ε), i =

1, 2, · · · ,M}使得
F ⊆

⋃M
i=1 B(gi, ε), (7.4)

其中M为一依赖于ε的常数。固定ε和M，可取p > 1足够大满足αε < 1。即以下定

理成立：

定理 7.3. 对系统(6.5)，假设f ∈ F，其中F为L的紧子集。则在有界噪声情形，
取p > 1足够大，令模型集F0 = {g1, g2, · · · , gM}，其中gi在(7.4)中定义，则在算

法7.1.1下，系统的输出序列{yt}在p-平均意义下有界，即

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|yt|p < ∞.

7.3.2 参参参数数数非非非线线线性性性情情情形形形的的的应应应用用用

基于上面的结果，我们可以把它应用到一类参数未知的非线性系统。

定理 7.4. 考虑以下参数不确定非线性系统

yt+1 = f(θ, yt) + ut + wt+1,

其中函数f(θ, x)已知，未知参数θ位于一个已知的紧集D ⊆ R，且函数f(θ, x)对

每个θ ∈ D关于x具有线性增长速率：

|f(θ, x)| ≤ Aθ|x| + A′
θ.

如果函数f(θ, x)满足如下条件之一：
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1. f(θ, x) 关于θ是等度连续的；

2. f(θ, x) 是光滑的，且∂f(θ,x)
∂θ
对任意的θ ∈ D 关于x具有线性增长速率；

3. 对任意的θ, θ′ ∈ D，|f(θ, x)−f(θ′, x)| ≤ γ(|θ−θ′|)·|x|+o(|x|)；其中o(|x|)不
依赖于θ, θ′，且γ(·)为一K-类函数，即γ(0) = 0 且γ : R≥0 → R≥0 严格单增

并连续。

则在有界噪声情形下，当取p > 1足够大时，可以找到紧集F 的一个恰当开覆盖
{B(fi, ri), i = 1, 2, · · · ,M}。从而在算法7.1.1下，系统的输出序列{yt}在p-平均

意义下有界：

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|yt|p < ∞. (7.5)

现在我们用此定理来给出一些例子。

例子7.3.1.

考虑函数f(θ, x) = θ sin(θx)，其中未知参数θ ∈ D = [a, b]，且a < b可为任意实

数。显然一般来说f(θ, x)既不是凸函数也不是凹函数。对任意的θ ∈ D，易知

|∂f(θ,x)
∂θ

| = | sin(θx) + θx cos(θx)| ≤ |θ| · |x| + 1

由定理7.4，具有未知参数θ ∈ D的离散时间非线性系统

yt+1 = θ sin(θyt) + ut + wt+1

在算法7.1.1下具有p-平均稳定性（取适当大的p > 1），即

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|yt|p < ∞. (7.6)

例子7.3.2.

考虑函数

f(θ, x) = α1(θ)α2(x) + e(θ, x), (7.7)

其中α1(·)为一光滑函数，α2(x) = O(|x|)且e(θ, x) = o(|x|)。容易证明，对任
意θ, θ′ ∈ D，

|f(θ, x) − f(θ′, x)| ≤ CD|θ − θ′| · |x| + o(|x|)

其中CD为一依赖于紧集D的常数，因此定理7.4可用。一个特殊情形是含参的线

性系统：α1(θ) = θ, α2(x) = x 且e(θ, x) 有界，这是一个可用传统递推最小二乘

算法的例子，本例表明采用算法7.1.1 (选取合适的p > 1) 也可使系统稳定。
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7.3.3 与与与已已已有有有结结结果果果的的的比比比较较较

前一章中已经列举了一些以前相关的结果，故此处不再重复。与这些结果

相比，在本章中提出的方法可以直接应用(无需构造ISS-Lyapunov 函数) 来对付

有界或无界噪声。定理7.4的条件简单且易验证，但定理7.4的一个缺点是所能涵

盖的非线性参数系统不如[7]中的广泛。这部分的结果给出了一种沟通非参数和

参数情形的方法。

7.4 两两两个个个反反反例例例

在这一部分中我们对提到的拟LS型算法，构造两个反例：

1. 反例1用来表明假设AL不能保证在噪声序列有界时输出序列的有界性，因

此定理7.1的结果一般来说不能进一步加强。

2. 反例2用来表明当去掉假设AL时输出序列{yt}在平均意义下也可以无界，
因此定理7.1的条件AL不能够去掉。

在具体举这些反例之前，有必要指出在：对算法7.1.1的大量仿真中没遇到

这样的例子。在仿真中找不到这种反例的原因是：通过理论分析发现反例必须

有很多奇怪性质，这在实际的控制系统中很少见。在我们的仿真试验中，采用

很多种非线性函数（包括通常使用的函数和他们的组合，无限振荡函数或跳变

函数，甚至是随机产生的函数）也没找到反例。因此下面提出的反例可能仅具

有理论价值，在实际中不用担心会碰到这样的例子。

由于此处构造的函数形状很复杂，所以我们不直接给出它们的数学表达式。

我们只通过阐述构造的过程来说明这样的反例确实存在。我们针对最简单的系

统(6.5)来构造反例。

7.4.1 反反反例例例1

为简单起见，我们取p = 1, d = 0。由算法7.1.1，

it = arg min
k

sk(t)
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其中

sk(t)
∆
= St(Fk) = St−1(Fk) + |Fk(yt−1, wt)|

=
t∑

j=1

|yj − uj−1 − fk(yj−1)|

=
t∑

j=1

|f(yj−1) − fk(yj−1) + wj|

=
t∑

j=1

|gk(j − 1)|.

为方便起见，引入如下记号：

gk(j − 1)
∆
= f(yj−1) − fk(yj−1) + wj, k = 1, 2, · · · ,M.

因此

yj = f(yj−1) + uj−1 + wj = Fij−1
(yj−1, wj) = gij−1

(j − 1). (7.8)

现在我们简单陈述构造过程：

1. 显然对任意固定的1 ≤ k ≤ M，给出单调递增序列{sk(t)}∞t=1后，就可以确

定序列{|gk(t)|}∞t=1。

2. 当k = 1, 2, · · · ,M时，给出序列{sk(t)}∞t=1与{|gk(t)|}∞t=1后，并由it的定

义：it = arg min
k

sk(t)，则联合(7.8)我们可以确定序列{it}∞t=1与{yt}∞t=1。

3. 既然我们已经知道序列{yt}∞t=1与{gk(t)}∞t=1，所以当给出函数f(x)和噪声

序列{wt}，就可以确定当t = 1, 2, 3, · · ·时，fk(yt)的值了。函数fk(x)在区

域R内的其它点的值可通过插值构造。

4. 由上面三步，对每个k，我们已定义了函数fk(·)。现在我们需要验证是否每
个函数fk(·)都满足假设A0。这需要验证两个条件：

(a) 序列{yt}∞t=1中的点必须不一样，从而保证fk(x)确实是一函数，即

从R到R的映射；

(b) 对序列{yt}∞t=1的任意有界子序列{ytj}∞j=1，相应的序列{fk(ytj)}有界。

一个反例必须满足以下的条件：存在发散序列{yt}∞t=1的一个子列{ytn}∞n=1使

得

• lim
n→∞

(tn − tn−1) = ∞;
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• lim
n→∞

|ytn−m| = ∞对任意固定整数m ≥ 0；

• 存在序列{t′n} (tn < t′n < tn+1)使得对任意整数m ≥ 0，

lim sup
n→∞

|yt′n−m| < ∞

且

lim
n→∞

(tn+1 − t′n) = ∞;

• 存在序列{jn}使得
lim

n→∞
|yjn| = ∞,

且

lim sup
n→∞

|yjn+1| < ∞.

还能由假设A0推出其它一些奇怪条件（略去），这些条件给构造反例带来

了一定的困难。

现在我们对问题I设法构造一个反例。取F = F0 = {f1, f2, f3}，即我们有
三个可用模型。假设第一个模型是真实系统，即f1(x) ≡ f(x)。为简单起见，

取f(x) ≡ 0且wt ≡ w = 1。根据前面陈述的构造过程，我们只需对k = 1, 2, 3给

出序列{sk(t)}∞t=1。显然对模型1我们有g1(t) = wt+1 = w，从而s1(t) = wt。

下面我们给出序列s2(t)和s3(t)的构造。令j0 = 1，定义序列∆n和jn如下：

∆n = 2n−1, jn = 1 +
n∑

l=1

∆l = 2n.

并定义以下函数

hn(x) = x
∆n+1−x

,

dn(x) = hn(x + 1) − hn(x) = x+1
∆n−x

− x
∆n−x+1

= ∆n+1
(∆n−x−1)(∆n−x)

.

且对每个正整数t，存在一个相应的整数m使得

jm−1 ≤ t < jm.

并假设常数e ∈ (0, 1
2
)，如果m是奇数，则定义

s2(t) = hm(t + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2
,

s3(t) = ∆m−e
∆m

(t − jm−1) + jm−1 + e;
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否则，定义

s2(t) = ∆m−e
∆m

(t − jm−1) + jm−1 + e,

s3(t) = hm(t + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2
.

我们将证明：

(1) 对k = 2, 3，序列{sk(t)}严格递增。事实上，当jm−1 ≤ t < t + 1 < jm时，

由于函数hm(·)严格递增且∆m ≥ 1 > e > 0，显然我们有s2(t) < s2(t + 1),

s3(t) < s3(t + 1)。因此我们只需考虑t = jm − 1的情形：如果m为一奇数，则

s2(jm − 1) = hm(jm − 1 + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2

< hm(jm − jm−1) + jm−1 = hm(∆m) + jm−1

= ∆m + jm−1 = jm

< jm + e = s2(jm)

s3(jm − 1) = ∆m−e
∆m

(jm − 1 − jm−1) + jm−1 + e

= jm + e
2m−1 − 1

< 1
2m+1+1

+ jm − 1
2

= hm+1(jm + 1
2
− jm) + jm − 1

2
= s3(jm);

否则，类似地我们可以证明: m为偶数时s2(jm−1) < s2(jm), s3(jm−1) < s3(jm)。

(2)当jm−1 ≤ t < jm时，如果m为奇数，则it = 2；否则it = 3。事实上，如

果m为奇数，我们有

s2(t) = hm(t + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2

=
(t+ 1

2
−jm−1)

∆m+1−(t+ 1
2
−jm−1)

+ jm−1 − 1
2

< (t + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2
= t = s1(t)

< ∆m−e
∆m

(t − jm−1) + jm−1 + e = s3(t);

否则，类似地可以证明s3(t) < s2(t)。

(3) 这样我们可以对k = 2, 3给出序列{gk(t)}。取gk(t) = sk(t + 1) − sk(t)。

由s2(t)和s3(t)的定义我们可得以下结果：

当jm−1 ≤ t ≤ jm − 2时，如果m为奇数，则

g2(t) = s2(t + 1) − s2(t)

= hm(t + 1 + 1
2
− jm−1) − hm(t + 1

2
− jm−1)

= ∆m+1
(∆m−(t+ 1

2
−jm−1)−1)(∆m−(t+ 1

2
−jm−1))

,

g3(t) = s3(t + 1) − s3(t) = ∆m−e
∆m

;
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如果m为偶数，则

g2(t) = s2(t + 1) − s2(t) = ∆m−e
∆m

,

g3(t) = s3(t + 1) − s3(t) = ∆m+1
(∆m−(t+ 1

2
−jm−1)−1)(∆m−(t+ 1

2
−jm−1))

.

当t = jm − 1，如果m为奇数，则

g2(jm − 1) = s2(jm) − s2(jm − 1)

= (jm + e) − [hm(jm − 1 + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2
]

= ∆m + e + 1
2
− (jm−1+ 1

2
−jm−1)

∆m+1−(jm−1+ 1
2
−jm−1)

= ∆m + e + 1
2
− 2

3
(∆m − 1

2
)

= 1
3
∆m + e + 5

6
,

g3(jm − 1) = s3(jm) − s3(jm − 1) = ∆m−e
∆m

;

如果m为偶数，则

g2(jm − 1) = s2(jm) − s2(jm − 1) = ∆m−e
∆m

,

g3(jm − 1) = s3(jm) − s3(jm − 1) = 1
3
∆m + e + 5

6
.

(4)于是我们可以由公式yt+1 = git(t)给出序列{yt}。当jm−1 ≤ t ≤ jm − 2时，

如果m为奇数，it = 2；否则it = 3。且由上一步结果知不论m是否为奇数，我们

总能得到

yt+1 = git(t) = ∆m+1
(∆m−(t+ 1

2
−jm−1)−1)(∆m−(t+ 1

2
−jm−1))

;

当t = jm − 1时，如果m为奇数，it = 2；否则it = 3。且由上一步结果，不论m是

否为奇数，总能得到

yt+1 = git(t) = 1
3
∆m + e + 5

6
.

由以上结果，当m → ∞时，显然有

yjm = 1
3
∆m + e + 5

6
= 2m−1

3
+ e + 5

6
→ ∞

并且，可以证得对任意固定的正整数l > 0，

yjm−l → ∞.

此时我们也注意到

yjm+1 = ∆m+1+1

(∆m+1− 1
2
−1)(∆m+1− 1

2
)
= 2m+1

(2m− 3
2
)(2m− 1

2
)
→ 0.
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且可以证得对任意固定的正整数l > 0，有

yjm+l → 0.

(5)这样当k = 2, 3时，我们可以定义函数fk(x)。则fk(yt) = f(yt) + wt+1 −
gk(t) = 1 − gk(t)。

当jm−1 ≤ t ≤ jm − 2时，如果m为一奇数，则

f2(yt) = 1 − ∆m+1
(∆m−(t+ 1

2
−jm−1)−1)(∆m−(t+ 1

2
−jm−1))

,

f3(yt) = 1 − ∆m−e
∆m

;

否则

f2(yt) = 1 − ∆m−e
∆m

,

f3(yt) = 1 − ∆m+1
(∆m−(t+ 1

2
−jm−1)−1)(∆m−(t+ 1

2
−jm−1))

.

当t = jm − 1时，如果m为一奇数，则

f2(yt) = 1 − (1
3
∆m + e + 5

6
),

f3(yt) = 1 − ∆m−e
∆m

;

否则

f2(yt) = 1 − ∆m−e
∆m

,

f3(yt) = 1 − (1
3
∆m + e + 5

6
);

(6) 最后我们验证当k = 2, 3时，函数fk(x)的一些性质。我们以函数f2为例，

可类似分析函数f3。

首先来证明对函数f2假设条件A0成立。我们仅需考虑yt的那些无界子列，

验证f2(yt)相应的值是有界还是发散到无穷。例如子列yjm+1 → 0，且相应的

f2(yj2n+1) → 1,

f2(yj2n−1+1) = 1 − ∆m−e
∆m

,

因此{f2(yjm+1)}有界。
接下来考虑那些发散到无穷的子列。例如已知yjm → ∞，则相应的有

f2(yj2n) → 1,

f2(yj2n−1) = 1 − ∆m−e
∆m

→ 0;
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这表明函数f2振荡无限次。对另一例子yjm−1 → ∞，相应地有

f2(yj2n−1) = 1 − ∆m−e
∆m

→ 0,

f2(yj2n−1−1) = 1 − (1
3
∆m + e + 5

6
) → −∞.

显然，以上讨论表明函数f2非常复杂。

进一步关于函数f2的研究表明：假设AL（线性增长条件）对函数f2成立，即

存在常数A > 0, A′ > 0，使得

|f2(yt)| ≤ A|yt| + A′,∀t > 0.

所以这个例子也表明一般来说假设AL不能保证系统输出序列{yt}的有界性。
不过通过简单计算，对jm−1 ≤ t < jm，我们有

Rt
∆
=

t∑
n=1

|yn| < wt + m(e + 1),

从而

lim supt→∞
Rt

t
≤ w < ∞.

因此在平均意义上这一例子中系统的输出序列{yt}有界，这与定理7.1是一致

的。 2

图的说明: 图7.1(a)中显示了序列{sk(t)} ，横坐标为t，直线、‘+’,‘∗’ 分
别对应于k = 1, 2, 3。图7.1(b)中显示了序列{y(t)} (k = 1, 2, 3)，横坐标为t。

图7.2(a)中显示了函数f2图像上的一部分点，横坐标为yt，纵坐标对应于f2(yt)。

图7.2(b)中显示了函数f2图像上的一部分点，(k = 1, 2, 3)，横坐标为yt，纵坐标

对应于f3(yt)。
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(a) 反例1.序列{sk(t)} (b) 反例1.序列{yt}

图 7.1: 反例1.序列{sk(t)}和{yt}
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(a) 反例1.函数f2(x) (b) 反例1.函数f3(x)

图 7.2: 反例1.函数f2(x)和f3(x)

7.4.2 反反反例例例2

基于上一反例，我们给出另一反例来说明在去掉假设AL的情况下，即使在

平均意义下，系统输出序列{yt}也可以是无界的。因此这一例子表明一般来说
定理7.1的条件不能再弱。

下面我们来构造反例。方法类似于上一反例，不同之处在于把上一反例中

的e替换为{en}，且相应地必须重新定义∆n和jn。
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假设我们有三个模型(M = 3)且第一个模型为真实系统，即f1(x) ≡ f(x)。

为简单起见，取f(x) ≡ 0, wt ≡ w = 1。根据以上提到的构造过程，我们仅需

对k = 1, 2, 3，给出序列{sk(t)}∞t=1。显然对模型1我们有g1(t) = wt+1 = w，从

而s1(t) = wt。下面给出s2(t)和s3(t)的构造过程。

令j0 = 1。定义

∆n = n · n!,

jn = 1 +
n∑

l=1

∆l = (n + 1)!,

en = 1
2
n · n!,

接着可以定义函数

hn(x) = x
∆n+1−x

,

dn(x) = hn(x + 1) − hn(x) = x+1
∆n−x

− x
∆n−x+1

= ∆n+1
(∆n−x−1)(∆n−x)

.

对每一正整数t，必存在一个相应的整数m使得

jm−1 ≤ t < jm.

如果m为奇数，则可定义

s2(t) = hm(t + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2
,

s3(t) = ∆m−em

∆m
(t − jm−1) + jm−1 + em;

否则，定义

s2(t) = ∆m−em

∆m
(t − jm−1) + jm−1 + em,

s3(t) = hm(t + 1
2
− jm−1) + jm−1 − 1

2
.

对这一例子我们可以作与上一例子类似的分析。为节省空间，在此略去分

析细节。由分析可知假设AL对这一例子不成立。经计算可得，当m → ∞时

yjm = 1
3
∆m + em+1 + 5

6
= 1

3
m · m! + (m + 1) · (m + 1)! + 5

6
→ ∞

显然

lim
m→∞

yjm

jm
= lim

m→∞
( m

3(m+1)
+ m + 1) = ∞

从而

lim sup
t→∞

Rt

t
≥ lim

m→∞
yjm

jm
= ∞.

因此系统输出序列{yt}在平均意义下不是有界的。这表明一般来说定理7.1的假

设不能去掉。 2
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7.5 定定定理理理的的的证证证明明明

7.5.1 一一一些些些引引引理理理

首先给出一个引理，它是Cr不等式的推广。

引理 7.5. 假设常数p > 0，则对任意常数c > 1，存在常数c′ > 1使得

(x + y)p ≤ c|x|p + c′|y|p,∀x, y ∈ R.

引理7.5的证明: 当0 < p ≤ 1时，由于(x + y)p ≤ |x|p + |y|p, 所以我们可以取
任意c′ > 1。

现在我们考虑p > 1情形。在此情况下取常数c′ > 1使得

(1
c
)

1
p−1 + ( 1

c′
)

1
p−1 = 1. (7.9)

令z = |y|
|x|，我们仅需证明对任意的z ≥ 0，

H(z)
∆
=(1 + z)p − c − c′zp ≤ 0.

显然

H(0) = 1 − c < 0, lim
z→∞

H(z) = −∞ < 0.

现在我们计算H(z)的驻点。注意到

H ′(z) = p(1 + z)p−1 − pc′zp−1 = pzp−1[(1+z
z

)p−1 − c′],

因此显然驻点z = z0应该满足

(1+z0

z0
)p−1 = c′.

由于当0 < z < z0时，H ′(z) > 0，且当z > z0时，H ′(z) < 0，所以函数H(z)在z =

z0点达到最大值。由(7.9)可得

c = (1 + z0)
p−1,

因此H(z)的最大值为

H(z0) = (1 + z0)
p − c − c′zp

0 = (1 + z0)
p − (1 + z0)

p−1 − (1+z0

z0
)p−1zp

0 = 0.

引理证毕。 2
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引理 7.6. 假设ρK = ρ̃(FK) < ε，则存在两个常数cK , c′K使得

|FK(x,w)|p ≤ εp|x|p + cK |w|p + c′K .

引理7.6的证明: 取η ∈ (ρK , ε), 则由ρK的定义，必存在常数Cη ≥ 0使得

|FK(x)| ≤ η|x| + Cη.

由引理7.5，对任意固定的c0 > 1，必存在相应的c′0 > 1使得

|FK(x,w)|p ≤ c0η
p|x|p + c′0(Cη + |w|)p, ∀x ∈ R.

由于η < ε，我们可以选取c0 > 1使得c0η
p < εp, 并对(Cη + |w|)p 再次应用引

理7.5，可知引理成立。 2

引理 7.7. 在假设AL下，对任意固定的l > 0，可得

|yt|p ≤ C
(l)
1 |yt−l|p + a0 + a1|wt|p + a2|wt−1|p + · · · + al|wt−l+1|p. (7.10)

其中C
(l)
1 , a0, a1, · · · , al为正常数。

引理7.7的证明: 由假设AL，对任意的1 ≤ i ≤ M和x ∈ R，可得|Fi(x)| ≤
A|x| + A′。因此

|yt| = |Fit−1(yt−1, wt)| ≤ A|yt−1| + (A′ + |wt|). (7.11)

则反复使用引理7.5，可知对常数C
(l)
1 , a0, a1, · · · , al，(7.10)成立。 2

7.5.2 定定定理理理7.1的的的证证证明明明

定理7.1的证明: 由算法7.1.1可知，对任意的t > 0

St(Fk) =
t∑

j=1

|Fk(yj−1, wj)|p

在此应用引理7.6可得

St(FK) =
t∑

j=1

|Fk(yj−1, wj)|p

< εp
t∑

j=1

|yj−1|p + cK

t∑
j=1

|wj|p + c′Kt

∆
= W ′

t .
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为方便起见，我们引入以下记号：

Rn =
n∑

j=1

|yj|p, (7.12)

Wn =
n∑

j=1

|wj|p, (7.13)

N = {1, 2, 3, · · · }, (7.14)

n̄ = {1, 2, · · · , n}, (7.15)

J = {j ∈ N : |yj| > d}, (7.16)

Jn = J ∩ n̄ = {j ∈ n̄ : |yj| > d}, (7.17)

L = {ij : j ∈ J}的极限集, (7.18)

I(k) = {j ∈ J : ij = k}. (7.19)

并记|X|为集合X中元素数目。我们的目标是证明

lim sup
n→∞

1
n
Rn < ∞.

对任意的j ∈ N，可得

yj = Fij−1
(yj−1, wj) = Fij−1

(yj−1) + wj (7.20)

由(7.16)可知，对任意的j 6∈ J，|yj| ≤ d。如果集合J仅有有限个元素，则显然存

在常数C0使得
∑
j∈J

|yj|p ≤ C0。因此

Rn =
∑

j∈Jn

|yj|p +
∑

j∈n̄\Jn

|yj|p ≤ C0 + dp(n − |Jn|) ≤ C0 + dpn. (7.21)

从而lim sup
n→∞

1
n
Rn ≤ dp < ∞。

因此下面我们只需考虑集合J有无穷个元素的情形。

由于|J | = ∞，则{ij : j ∈ J}的极限集L一定非空。由L的定义，对任意

的k 6∈ L，集合I(k)只含有有限个元素；且对任意k ∈ L，集合I(k)有无穷个元素。

因此对某个常数C1，
∑
k 6∈L

∑
j∈I(k)

|yj|p ≤ C1。从而

Rn =
∑
k∈L

∑
j∈I(k)∩n̄

|yj|p +
∑
k 6∈L

∑
j∈I(k)∩n̄

|yj|p +
∑

j∈n̄\Jn

|yj|p ≤
∑
k∈L

∑
j∈I(k)∩n̄

|yj|p + C1 + dpn.

(7.22)
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因此我们只需研究

rn
∆
=

∑
j∈IL∩n̄

|yj|p =
∑

j∈IL∩n̄

|Fij−1
(yj−1, wj)|p,

其中

IL =
⋃

k∈L I(k) =
⋃

k∈L{j ∈ J : ij = k}.

令

L′ = {ij−1 : j ∈ IL}的极限集

并定义

I ′(k′) = {j ∈ IL : ij−1 = k′}.

由于IL中有无穷多个元素，所以集合L′必为非空集合。由极限集的定义，对

任意k′ 6∈ L′，I ′(k′)仅有有限个元素；且对任意k′ ∈ L′，I ′(k′)中有无穷多个元素。

因此存在常数C2 > 0使得
∑

k′ 6∈L′

∑
j∈I′(k′)

|Fij−1
(yj−1, wj)|p ≤ C2.

从而

rn =
∑

k′ 6∈L′

∑
j∈I′(k′)∩n̄

|Fij−1
(yj−1, wj)|p +

∑
k′∈L′

∑
j∈I′(k′)∩n̄

|Fij−1
(yj−1, wj)|p

≤ C2 +
∑

k′∈L′

∑
j∈I′(k′)∩n̄

|Fij−1
(yj−1, wj)|p

(7.23)

现在令J ′ = {j ∈ J : j − 1 ∈ J}。注意到对任意的j ∈ I ′(k′)，ij−1 = k′，可得

rn ≤ C2 +
∑

k′∈L′
[v

(1)
n (k′) + v

(2)
n (k′)] (7.24)

其中

v
(1)
n (k′)

∆
=

∑
j∈I′(k′)∩n̄∩J ′

|Fk′(yj−1, wj)|p,

v
(2)
n (k′)

∆
=

∑
j∈I′(k′)∩n̄\J ′

|Fk′(yj−1, wj)|p.
(7.25)

首先我们考虑项v
(2)
n (k′)。显然由J ′的定义可知j 6∈ J ′意味着j 6∈ J或j − 1 6∈

J。由于j ∈ I ′(k′) ⊆ IL ⊆ J，必有j − 1 6∈ J。由J的定义，必有|yj−1| ≤ d。且由

基本假设A0知存在常数Cd > 0使得当|x| ≤ d时，|Fi(x)| ≤ Cd (i = 1, 2, · · · ,M)。

因此

v
(2)
n (k′) =

∑
j∈I′(k′)∩n̄\J ′

|Fk′(yj−1, wj)|p ≤
∑

j∈I′(k′)∩n̄\J ′
(Cd + |wj|)p. (7.26)
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从而可得

rn ≤ C2 +
∑

k′∈L′
[v

(1)
n (k′) + v

(2)
n (k′)] ≤ C2 +

∑
j∈n̄\J ′

(Cd + |wj|)p +
∑

k′∈L′
v

(1)
n (k′)

(7.27)

下面我们仅需考虑

v
(1)
n (k′) =

∑
j∈I′(k′)∩n̄∩J ′

|Fk′(yj−1, wj)|p.

如果I ′(k′) ∩ J ′为一包含有限个元素的集合，则显然存在常数C3 > 0使得

∑
j∈I′(k′)∩n̄∩J ′

|Fk′(yj−1, wj)|p ≤ C3,

从而v
(1)
n (k′) ≤ C3。因此对任意的k′ ∈ L′，我们仅需考虑I ′(k′) ∩ J ′为包含无穷个

元素的情形。

为继续分析，我们首先证明L′ = L。令L0为{it}∞t=1的极限集。显然L ⊆
L0, L

′ ⊆ L0。令J = {j̄1, j̄2, j̄3, · · · }, j̄1 < j̄2 < j̄3 < · · ·。由it的定义，对任意正

整数t : j̄m ≤ t < j̄m+1，可得it = ij̄m
；则由L 与L0的定义，可得L0 ⊆ L，从而

有L = L0。类似地，对任意的正整数t : j̄m−1 ≤ t < j̄m，可知it = ij̄m−1
= ij̄m−1；

则由L 与L′的定义知L ⊆ L′，这样L′ = L0 = L。

令j0 = 1。对每个固定的k′ ∈ L′，假设I ′(k′) ∩ J ′ = {j1, j2, j3, · · · }, j1 <

j2 < j3 < · · ·。则显然对每个m，有ijm−1 = k′成立。对每个n > 0，存在相应

的T = T (n) > 0使得jT ≤ n < jT+1，因此I ′(k′) ∩ n̄ ∩ J ′ = {j1, j2, · · · , jT}。
下面我们将考虑两个子情况：(a) ijT

= ijT−1 = k′; (b) ijT
6= ijT−1 = k′。

(a) 因为ijT
= k′，所以由it的定义

k′ = ijT
= arg min

k
SjT

(Fk), (7.28)

从而有

SjT
(Fk′) ≤ SjT

(FK) ≤ W ′
jT

≤ W ′
n. (7.29)

因此可以得到

v
(1)
n (k′) =

∑
j∈I′(k′)∩n̄∩J ′

|Fk′(yj−1, wj)|p

≤
jT∑
t=1

|Fk′(yt−1, wt)|p = SjT
(Fk′)

≤ W ′
n.

(7.30)
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(b)由于ijT
6= k′，所以一般来说(7.29)与(7.30)不成立。然而因ijT−1 = k′，类

似地可得

SjT−1
(Fk′) ≤ SjT−1(Fk′) ≤ SjT−1(FK) ≤ W ′

jT−1 ≤ W ′
n. (7.31)

从而由引理7.7，

v
(1)
n (k′) =

∑
j∈I′(k′)∩n̄∩J ′

|Fk′(yj−1, wj)|p

≤
jT−1∑
t=1

|Fk′(yt−1, wt)|p + |yjT
|p

= SjT−1
(Fk′) + |yjT

|p

≤ W ′
n + (C

(l)
1 |yjT−l|p + a0 + a1|wjT

|p + a2|wjT−1|p + · · · + al|wjT−l+1|p).
(7.32)

现在我们选择正整数l ≤ |L|如下：
(b.1) 如果存在1 < s ≤ |L|使得jT − s 6∈ J，则取l = s。在此情况下可得

|yjT−l| < d.

(b.2) 否则，对s = 0, 1, 2, · · · , |L|，必有jT − s ∈ J。对足够大的n，即对足够

大的T，有

ijT−s ∈ L = L′.

显然必存在0 ≤ s′ < s ≤ |L|使得

ijT−s′ = ijT−s = k ∈ L,

从而

SjT−s′(Fk) ≤ W ′
jT−s′ .

然后我们可以取l = s − 1，得到

|yjT−l|p = |FijT −s−1
(yjT−s, wjT−s+1)|p

≤ SjT−s+1(Fk)

≤ SjT−s′(Fk)

≤ W ′
jT−s′ ≤ W ′

n.

因此基于(b.1)与(b.2)，可得

v
(1)
n (k′) ≤ W ′

n + C
(l)
1 max(dp,W ′

n) + a0 + a1|wjT
|p + a2|wjT−1|p + · · · + al|wjT−l+1|p)

≤ CW ′
n + C ′,

(7.33)
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其中常数C（最差情形）可以取为

C = 1 + C
(|L|)
1 + max(a1, a2, · · · , a|L|).

综合情形(a)与(b)，对任意固定的k′ ∈ L′，可得
∑

k′∈L′
v

(1)
n (k′) = |L′|CW ′

n + |L′|C ′
(7.34)

因此

rn ≤ C2 +
∑

k′∈L′
[v

(1
n (k′) + v

(2
n (k′)] ≤

∑
j∈n̄\J ′

(Cd + |wj|)p + |L′|CW ′
n +常数.

(7.35)

由W ′
t 与Rt的定义，可得

W ′
n = εpRn−1 + cKWn + c′Kn.

因此最终有

Rn ≤ rn + C1 + dpn

≤
∑

k′∈L′
vn(k′) + C2 + C1 + dpn

≤ |L′|CεpRn−1 + (|L′|C · cKWn + |L′|C · c′Kn + dpn +常数)

≤ αεRn−1 + Vn

(7.36)

其中

Vn
∆
= |L|C · cKWn + |L|C · c′Kn + dpn +常数. (7.37)

显然Vn = O(n)，即对两个正整数C̃与C̃ ′，我们得到了Vn ≤ C̃n + C̃ ′。

接下来我们可以采用数学归纳法证明

Rn ≤ C̃
1−αε

n + C̃′

1−α′
ε
. (7.38)

事实上，当n = 0时显然成立。假设在n − 1时成立，即

Rn−1 ≤ C̃
1−αε

(n − 1) + C̃′

1−αε
.

则在时刻n时，由(7.36)可得

Rn ≤ αεRn−1 + C̃n + C̃ ′

≤ αε(
C̃

1−αε
(n − 1) + C̃′

1−αε
) + C̃n + C̃ ′

= C̃
1−αε

n + C̃′

1−αε
− αε · C̃

1−αε

≤ C̃
1−αε

n + C̃′

1−αε
.
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最后由(7.38)，立即可得

lim sup
n→∞

1
n
Rn ≤ C̃

1−αε
< ∞.

证毕。 2

7.6 数数数值值值仿仿仿真真真

本节给出两个仿真例子以展示拟LS型算法的可用性。

仿真例子1: 考虑如下系统

xt+1 = θxt sin(bθ + 1
2
cxt) +

√
|θ(xt + 1)| + ut + wt+1, (7.39)

其中未知参数θ ∈ Θ，Θ = [0, 5]。这里bxc 表示不超过x的最大整数。此例中参

数θ 出现的方式使得多数已有的自适应控制器不能应用。我们应用拟LS型算法

来镇定该系统。对任意θ ∈ Θk = [k − 1
2
, k + 1

2
), 我们可以取鲁棒控制器

u
(k)
t = −kxt sin(kxt). (7.40)

令模型集F0 = {f1, f2, · · · , f5} , 其中fk(x) = kx sin(kx)。显然，对任意θ ∈ [1, 5]

和函数f(x; θ) = θxt sin(bθ + 1
2
cxt) +

√
|θ(xt + 1)|, 总存在一个相应的模型fK ∈

F0 使得ρ̃(f, fK) < 1.

本例中, 我们在图7.3(a) 和图7.3(b)中给出两次仿真，每个子图中显示了仿

真中的输出序列xt、控制序列ut、噪声序列wt和切换序列it，两图中参数θ分别取

为一个随机选取的固定常数和一列随时间变化的正弦信号的一部分。噪声序列

均取自标准高斯白噪声N(0, 1)，在算法中我们取α = 1, p = 1, d = 1。图7.3(b)

仅用于说明拟LS型算法对时变参数也有一定的适应性。
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(a) θ为固定常数 (b) θ随时间变化

图 7.3: 仿真例子1

仿真例子2: 下面考虑的系统在文献[7]中曾作为一个例子，用基于“否定不

可行控制器”的切换逻辑控制来跟踪给定信号。在本例中我们用拟LS型算法来

镇定该系统。该系统中有两个小车，小车间有未知的弹性连接，其系统方程为

一个连续时间线性模型：

ẍ1 = −θ(x1 − x2) − βẋ1 + u,

ẍ2 = −θ(x2 − x1) − βẋ2,
(7.41)

其中θ 是未知参数，β 是已知的常数。同[7]一样，我们假定x = [x1, ẋ1, x2, ẋ2]
′ 可

以观测并用于设计反馈，则系统可以重写为状态空间模型

ẋ = (Φ0 + θΦ1)x(t) + Guu(t) + Gdd(t),

Φ0 =




0 1 0 0

0 −β 0 0

0 0 0 1

0 0 0 −β




, Φ1 =




0 0 0 0

−1 0 1 0

0 0 0 1

1 0 −1 0




Gu = [0, 0, 0, 1]′, Gd = [0, 1, 0, 1]′

(7.42)

其中未知参数θ 取值于区间Θ = [0.05, 9]。取采样周期为T = 0.1秒, 用Euler法进

行离散化, 可得到一个离散时间模型

xt+1 = Aθxt + But + wt+1. (7.43)
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显然系统(7.43) 是一个单输入多输出的线性系统。由于θ可能的范围较

大，不可能设计一个公共的线性控制器ut = −Fxt 来保证受控对象的稳定

性。因此，我们把区间Θ分成若干个小区间Θi, i = 1, 2, · · · ,M , 然后针对每个

小区间的θ ∈ Θi 分别设计一个鲁棒稳定的线性控制器u
(i)
t = −Fixt 。令θ(i)

为区间Θi的中心点，并记A(i) 为相应的Aθ, 然后对线性时不变系统(A(i), B)

我们可用线性二次指标方法来设计Fi。在此例中,我们用7 个区间来覆盖Θ:

[0.05, 0.1], [0.1, 0.2], [0.2, 0.5], [0.5, 1], [1, 2], [2, 5], [5, 9]. (注: 选取的区间要保证

控制器u
(i)
t 能够对所有θ ∈ Θi镇定系统。此处用的方法只是较简单的一种，

还可以使用LMI[136]等其它方法来设计Fi。另外，关于线性系统结构化奇异

值[3, 9, 29]等方面的研究有助于对区间Θ的划分提供一定的理论指导。)

在此仿真中, 噪声干扰dt 取自σ = 0.5的正态分布N(0, σ2), 我们使用如下简

单的拟LS型自适应控制律ut = −Fitxt 这里it = arg min
k

St(k),

St(k) =
t∑

j=1

||xj − Buj−1 − BFkxj−1||2,

此处|| · || 表示常用的向量范数。设系统未知参数按如下方式随时间随机变
化：θ(t) = 7.5 + 2εt, 其中εt 取自标准正态分布N(0, 1)。图7.4的四个子图分别显

示了序列x
(1)
t , ut, wt和θ(it)，其中x

(1)
t 表示xt的第一个分量。从这一仿真中，我们

可以看出尽管参数θ随时间变化非常明显，拟LS型算法仍能很快使系统稳定。这

个例子说明拟LS型算法并不限于简单的一维情形。
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图 7.4: 仿真例子2

从两个仿真例子可以看出，拟LS型算法非常适合于未知参数不变或未知参

数在某数值附近波动的不确定性系统，不过对未知参数可随时间变化的一些情

形拟LS型算法也有一定的适应性。下一章中还将看到，拟WLS型算法更适合于

未知参数可随时间明显变化的情形。

7.7 本本本章章章小小小结结结

本章对有限模型自适应控制问题，提出并研究了拟LS型算法。我们对此算

法在线性增长假设下证明了闭环系统的p-平均稳定性。我们还构造了两个反例

说明这一结果一般来说不能再改进。我们进一步把主要结果应用到了具有参数

不确定性的非线性系统中。仿真例子说明了拟LS型算法的有效性。
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在本章中我们对有限模型自适应控制问题，提出并研究了拟WLS型算法，

该算法借鉴了遗忘因子加权最小二乘算法的思想，由于对历史信息以指数速度

遗忘，所以该算法一定程度上更能适应时变的系统。对这一算法，我们将在较

弱的条件下（允许非线性增长速度）证明其BIBO稳定性，即噪声有界时系统输

出有界。同时我们将构造两个反例，来说明本章的结果一般来说不能再进一步

改进。该算法也能对付无界噪声，但理论上还需要进一步的探索。

8.1 拟拟拟WLS型型型算算算法法法

类似前一章中的拟LS型算法，很自然的可以提出如下拟WLS型算法：

算法8.1.1.

(Sα,p,d) 取以下的控制律

ut = u
(it)
t = Kit(yt), (8.1)

其中

it =





arg min
k

St(Fk), 如果|yt| > d

it−1, 否则
(8.2)

对1 ≤ k ≤ M，定义St(Fk)如下：(S0(Fk) = 0)

St(Fk) = αSt−1(Fk) + |Fk(yt−1, wt)|p. (8.3)

其中d ≥ 0，0 ≤ α < 1，p ≥ 1可以任意选取。

注8.1.1.

当d = 0时，可得it = arg min
k

St(Fk)；当p = 2, d = 0时，本算法变为(遗忘因

子)WLS算法。如果α = 0，则此算法仅仅采用了上一步的历史信息。

注8.1.2.

在算法8.1.1中，由(8.3)式可得

St(Fk) =
t∑

j=1

αt−j|Fk(yj−1, wj)|p, (8.4)
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因此该算法权系数是由常数遗忘因子α生成的。也可以采用其它形式的权系数；

后面的结果和证明可以无本质性困难地推广到采用一般权系数序列的类似算

法。

由注8.1.1可知，算法8.1.1为遗忘因子加权最小二乘算法的推广，其稳健性

和有效性在实际中可以灵活调整。类似的拟LS型算法(即α = 1情形)在前一章中

已有研究。

8.2 主主主要要要结结结果果果

后面在分析拟WLS型算法时将用到以下假设：

A1. 对任意1 ≤ i ≤ M，当x → ±∞时，要么(a) lim sup
|x|→∞

|Fi(x)| < ∞；要

么(b) |Fi(x)| → ∞成立。
A2. 对任意1 ≤ i ≤ M，要么(a) lim sup

|x|→∞

|Fi(x)|
|x| < 1；要么(b) lim inf

|x|→∞

|Fi(x)|
|x| ≥

1成立。

注8.2.1.

假设条件A1排除了函数|Fi(x)|振荡无限次且振幅趋于无穷的情形。例如，我们
常用的函数(像多项式，分式，ex，xa (a > 0)，对数函数，正弦或余弦函数)都满

足假设A1。

注8.2.2.

假设A2与假设A1不同，因为：A2.(a)比A1.(a)弱；而A2.(b)比A1.(b)强。

定理 8.1. 对系统(6.1)，如果满足以下两条件之一：(i)假设A1成立且存在模

型HK ∈ H0使得ρ̄(FK) < r，其中r可为任意正常数；或者(ii)假设A2成立且存在

模型HK ∈ H0使得ρ̃(FK) < 1。则在算法8.1.1下，闭环系统是BIBO稳定的。

推论 8.2. 对系统(6.5)，假设f ∈ F0且假设A1或A2成立。则在算法8.1.1下，闭环

系统BIBO稳定。

8.3 两两两个个个反反反例例例

在这一部分中，我们构造两个反例来说明：对一个特殊的拟WLS型算

法S0,1,0，一般来说不能去掉或减弱假设A1或A2。为简单起见，我们仅对特殊的

系统(6.5)来构造反例。



第八章 拟WLS型算法及分析 125

8.3.1 反反反例例例1

下面我们给出一个例子用来说明当去掉假设条件A1 或A2时，在有界噪声

情形，算法S0,1,0不能保证{yt}的有界性。在此例中，我们考虑F = F0的情形，即

不存在“未建模动态”。

考虑以下系统：

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1 (8.5)

在此真实系统取为f(x) ≡ 0，噪声为wt ≡ −π。取F = {f1, f2, f3}，其中

f1(x) ≡ 0,

f2(x) = −π
2
− (|x| + π)| sin x|,

f3(x) = −π
2
− (|x| + π)| cos x|.

(8.6)

则由算法8.1.1可得

yt+1 = −fit(yt) + wt+1 (8.7)

其中

it = arg min
k

St(Fk) = arg min
k

|Fk(yt−1, wt)| = arg min
k

|wt − fk(yt−1)|. (8.8)

我们要证明在初始条件y0 = π, y1 = 3π/2下闭环系统不稳定。

由it的定义可知

S1(F1) = π, S1(F2) = π
2
, S1(F3) = 3

2
π,

⇒ i1 = 2, y2 = −F2(y1) + w2 = 2π,

S2(F1) = π, S2(F2) = 2π, S2(F3) = π
2

⇒ i2 = 3, y3 = −F3(y2) + w3 = 5π
2

,

S3(F1) = π, S3(F2) = π
2
, S3(F3) = 5π

2
,

⇒ i3 = 2, y4 = −F2(y3) + w4 = 3π,

S4(F1) = π, S4(F2) = 3π, S4(F3) = π
2

⇒ i4 = 3, y5 = −F3(y4) + w3 = 7π
2

...

(8.9)

则由数学归纳法很容易证明对任意正整数k ∈ N，

i2k−1 = 2, i2k = 3, y2k−1 = (2k+1)π
2

, y2k = (k + 1)π. (8.10)
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显然有

lim
n→∞

|yn| = ∞. (8.11)

证毕。 2

注8.3.1.

容易验证：对于本例，线性增长条件成立。因此上一章中的拟LS型算法用于本

例的话，可以使得闭环系统有如下稳定性：

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|yt| < ∞; (8.12)

但对于应用拟WLS型算法的本例，由于序列{yt}发散到无穷，故有

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

|yt| = ∞, (8.13)

也就是说序列{yt}在平均意义下也无界。因此在有界噪声情形，对算法S0,1,0，线

性增长条件甚至不能保证闭环系统的平均稳定性。

8.3.2 反反反例例例2

本例中我们考虑F 6= F0的情形，即存在“未建模动态”。为简单起见，也

取p = 1, d = 0且α = 0。

考虑以下系统：

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1 (8.14)

真实系统取为f(x) ≡ 0，噪声取为wt ≡ 0。取F0 = {f1, f2, f3}，其中

f1(x) ≡ −(1
2
x + 1),

f2(x) =





−2x x为奇数

−x
2

x为偶数

线性插值 其它

f3(x) =





−x+1
2

x为奇数

−(2x + 3) x为偶数

线性插值 其它

(8.15)

则显然有

ρ̃(F1) = 1
2

< 1, (8.16)
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且容易证明函数f2, f3不满足假设条件A2，但是满足假设条件A1中的A1.(b)。

由算法8.1.1可得

yt+1 = −fit(yt) + wt+1 = −fit(yt) (8.17)

其中

it = arg min
k

St(Fk) = arg min
k

|Fk(yt−1, wt)| = arg min
k

|fk(yt−1)|. (8.18)

我们将证明在初始条件y0 = 0, y1 = 1下，闭环系统不稳定。

由it的定义可得

S1(F1) = 1, S1(F2) = 0, S1(F3) = 3,

⇒ i1 = 2, y2 = −F2(y1) = 2,

S2(F1) = 3
2
, S2(F2) = 2, S2(F3) = 1

⇒ i2 = 3, y3 = −F3(y2) = 7,

S3(F1) = 3, S3(F2) = 1, S3(F3) = 7,

⇒ i3 = 2, y4 = −F2(y3) = 14,

S4(F1) = 9
2
, S4(F2) = 14, S4(F3) = 4

⇒ i4 = 3, y5 = −F3(y4) = 31
...

(8.19)

下面我们采用数学归纳法来证明对任意正整数k ∈ N，有

i2k = 3, i2k+1 = 2, y2k = 22k − 2, y2k+1 = 22k+1 − 1. (8.20)

事实上，假设对k − 1成立，即

i2k−2 = 3, i2k−1 = 2, y2k−2 = 22k−2 − 2, y2k−1 = 22k−1 − 1, (8.21)
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则对k有

y2k = −f2(y2k−1) = 2(22k−1 − 1) = 22k − 2,

S2k(F1) = |f1(y2k−1)| = 22k−2 + 1
2
,

S2k(F2) = |f2(y2k−1)| = 22k − 2,

S2k(F3) = |f3(y2k−1)| = 22k−2,

⇒ i2k = 3,

y2k+1 = −f3(y2k) = 2(22k − 2) + 3 = 22k+1 − 1,

S2k+1(F1) = |f1(y2k)| = 22k−1,

S2k+1(F2) = |f2(y2k)| = 22k−1 − 1,

S2k+1(F3) = |f3(y2k)| = 22k+1 − 1,

⇒ i2k+1 = 2.

(8.22)

因此显然可得

lim
n→∞

|yn| → ∞. (8.23)

本反例说明假设A2中的条件A2.(b) 不能用假设A1中更一般的条件A1.(b)代替。

2

8.4 定定定理理理的的的证证证明明明

在这一部分中，我们将分别在假设条件A1和A2下，给出定理8.1的严格证

明。在给出证明之前我们先引进一些通用的记号。假设Cw
∆
= supt |wt| < ∞，则

由基本假设，对任意x ≥ 0，我们可以定义

Ck(x) = sup
|y|≤x

|Fk(y)|,

C(x) = max{C1(x), C2(x), · · · , CM(x)}.
(8.24)

显然Ck(x)与C(x)为非递减函数。

8.4.1 假假假设设设A1下下下的的的证证证明明明:

定义

I = {1 ≤ k ≤ M : lim sup
|x|→∞

|Fk(x)| < ∞},

I ′ = {1 ≤ k ≤ M : |Fk(x)| → ∞当x → ±∞}.
(8.25)

由假设A1可知I ∪ I ′ = {1, 2, · · · ,M}。且由I的定义，对任意k ∈ I，

Ck(x) ≤ Dk = sup
x∈R

Ck(x) ≤ D
∆
= max

i∈I
Di. (8.26)
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并由I ′的定义，对任意k ∈ I ′，可以定义

C ′
k(z) = sup{|y| : |Fk(y)| < z},

C ′(z) = max
k∈I′

C ′
k(z).

(8.27)

显然C ′
k(z)与C ′(z)也是非递减的函数。

闭环系统为

yt+1 = Fit(yt, wt+1). (8.28)

考虑以下情形：

情形1：若|yt| ≤ d，则显然

|yt+1| ≤ |Fit(yt)| + |wt+1| ≤ Cit(d) + Cw ≤ C(d) + Cw. (8.29)

情形2：若|yt| > d，则由it的定义知

it = arg min
k

St(Fk), (8.30)

因此

|Fit(yt−1, wt)|p ≤ St(Fit) ≤ St(Fk). (8.31)

注意到ρ̄(FK) ≤ r, 则必存在常数Y ≥ 0使得当|x| ≥ Y时|FK(x)| ≤ r。且

由St(Fk)的定义，知

St(FK) = αSt−1(FK) + |FK(yt−1, wt)|p ≤ αSt−1(FK) + C ′
w, (8.32)

其中

C ′
w = [Cw + max(r, CK(Y ))]p. (8.33)

通过重复以上不等式，很容易得到

St(FK) ≤ C′
w

1−α
. (8.34)

从而可得

|Fit(yt−1)| ≤ |Fit(yt−1, wt)| + |wt| ≤ [St(FK)]
1
p + Cw ≤ [ C′

w

1−α
]
1
p + Cw

∆
= Cα.

(8.35)
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子情形(i): 若it ∈ I，则由I的定义必有

|yt+1| = |Fit(yt, wt+1)| ≤ |Fit(yt)| + |wt+1| ≤ Cit(|yt|) + Cw ≤ Dit + Cw ≤ D + Cw

(8.36)

子情形(ii): 若it ∈ I ′，则由(8.35)与I ′的定义可得

|yt−1| ≤ C ′
it(Cα) ≤ C ′(Cα). (8.37)

从而

|yt| = |Fit−1(yt−1, wt)|
≤ |Fit−1(yt−1)| + |wt|
≤ Cit−1(C

′(Cα)) + Cw

≤ C(C ′(Cα)) + Cw.

(8.38)

类似地

|yt+1| = |Fit(yt, wt+1)| ≤ C(C(C ′(Cα)) + Cw) + Cw. (8.39)

总之，我们只需取

Cy = max{C(d) + Cw, D + Cw, C(C(C ′(Cα)) + Cw) + Cw}, (8.40)

则可证明对任意的t ≥ 2

|yt| ≤ Cy. (8.41)

证毕。 2

8.4.2 假假假设设设A2下下下的的的证证证明明明:

定义

I = {1 ≤ k ≤ M : lim sup
0<|x|→∞

|Fk(x)|
|x| < 1},

I ′ = {1 ≤ k ≤ M : lim inf
0<|x|→∞

|Fk(x)|
|x| ≥ 1}.

(8.42)

则由假设A2可知I ∪ I ′ = {1, 2, · · · ,M}。且由I的定义，对任意的k ∈ I有

Ck(x) ≤ max
k∈I

Ck(x) ≤ ε|x| + Cε, (8.43)

其中Cε为一确定的正常数且ε可取为

ε ∈ (max
i∈I

lim sup
|x|→∞

|Fi(x)|
|x| , 1). (8.44)
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由I ′的定义，对任意k ∈ I ′，可以定义

C ′
k = sup{|y| : |Fk(y)| ≤ |y| + Cε + 2Cw} (8.45)

且

C ′ = max
k∈I′

C ′
k. (8.46)

显然对任意k ∈ I ′，C ′
k ≤ C ′ < ∞成立。

闭环系统为

yt+1 = Fit(yt, wt+1). (8.47)

α = 0:

考虑以下情形：

情形1：若|yt| ≤ d，则显然有

|yt+1| ≤ |Fit(yt)| + |wt+1| ≤ Cit(d) + Cw ≤ C(d) + Cw. (8.48)

情形2：若|yt| > d，则由it的定义得

it = arg min
k

St(Fk), (8.49)

从而

|Fit(yt−1, wt)|p ≤ St(Fit) ≤ St(Fk). (8.50)

且由St(Fk)的定义可得

St(FK) = |FK(yt−1, wt)|p ≤ [CK(|yt−1|) + Cw]p. (8.51)

由于

lim sup
0<|x|→∞

|FK(x)|
|x| < 1, (8.52)

根据集合I的定义，知K ∈ I，从而有

CK(|x|) ≤ max
k∈I

Ck(|x|) ≤ ε|x| + Cε. (8.53)

因此

St(FK) ≤ [CK(|yt−1|) + Cw]p ≤ [ε|yt−1| + Cε + Cw]p. (8.54)

所以

|Fit(yt−1)| ≤ ||Fit(yt−1, wt)|| + |wt| ≤ ε|yt−1| + Cε + 2Cw. (8.55)



132 几类离散时间控制系统中反馈机制对付不确定性的能力与局限

然后我们考虑以下两个子情形：

子情形(i): 若it ∈ I，则由I的定义可得

|yt+1| = |Fit(yt, wt+1)| ≤ |Fit(yt)| + |wt+1|
≤ Cit(|yt|) + Cw ≤ ε|yt| + Cε + Cw

(8.56)

子情形(ii): 若it ∈ I ′，则由(8.55)与I ′的定义可得

|yt−1| ≤ C ′
it ≤ C ′. (8.57)

从而

|yt| = |Fit−1(yt−1, wt)|
≤ |Fit−1(yt−1)| + |wt|
≤ Cit−1(C

′) + Cw

≤ C(C ′) + Cw.

(8.58)

类似的

|yt+1| = |Fit(yt, wt+1)| ≤ C(C(C ′) + Cw) + Cw. (8.59)

总之，可得

|yt+1| ≤ max{C(d) + Cw, ε|yt| + Cε + Cw, C(C(C ′) + Cw) + Cw} ≤ ε|yt| + Cv,

(8.60)

其中

Cv
∆
= max{C(d) + Cw, Cε + Cw, C(C(C ′) + Cw) + Cw}. (8.61)

通过重复以上不等式，对充分大的t立即可得

|yt| ≤ Cv

1−ε

∆
= Cy. (8.62)

证毕。

0 < α < 1:

闭环系统为

yt+1 = Fit(yt, wt+1) (8.63)

且对i = 1, 2, · · · ,M，有

St(Fi) = αSt−1(Fi) + |Fi(yt−1, wt)|p =
t∑

j=1

αt−j|Fi(yj−1, wj)|p. (8.64)
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第1步: 记I(k)
∆
={t : it = k, |yt| > d}。

我们要证明对任意的k ∈ I ′，集合{yt−1, t ∈ I(k)}有界，即对某个常数Dk，

有supt∈I(k) |yt−1| < Dk。

事实上，对任意的k ∈ I ′，如果I(k)仅包含有限个元素，则显然{yt−1, t ∈ I(k)}有
界。下面我们只需考虑I(k)包含无穷多个元素的情形。在这种情形下，我们采用

反证法。

假设{yt−1, t ∈ I(k)}是无界的，则一定存在序列{tm} ⊆ I(k) 使得当m →
∞时，|ytm−1| → ∞。由于k ∈ I ′且{wt}有界，可知Stm(Fk) ≥ |Fk(ytm−1)+wtm|p →
∞；且由I(k)的定义，k = itm = arg min

i
Stm(Fi), 可得Stm(Fk) ≤ Stm(FK)；因

此当m → ∞时，Stm(FK) → ∞。并由I与I ′的定义可知，存在一个充分大的常

数Y > 0，使得对所有的|x| > Y，|Fk(x)| ≥ |x|+ Cw 和|FK(x)| ≤ ε|x| −Cw成立。

所以

Stm(Fk) ≥
∑

j∈Jtm

αtm−j|yj−1|p
∆
= Vtm (8.65)

Stm(FK) ≤
∑

j∈Jtm

αtm−j(ε|yj−1|)p +
∑

j∈J ′
tm

αtm−j[CK(Y ) + Cw]p ≤ εpVtm + [CK(Y )+Cw]p

1−α

(8.66)

其中

Jt
∆
={1 ≤ j ≤ t : |yj−1| > Y }, J ′

t

∆
={1 ≤ j ≤ t : |yj−1| ≤ Y }. (8.67)

注意到当m → ∞时，有Stm(FK) → ∞。且由(8.66)可知当m → ∞时，Vtm → ∞。
因此由(8.66)与(8.65)，对充分大的m，可得Stm (FK)

Stm (Fk)
≤ εp < 1。这与Stm(Fk) ≤

Stm(FK) 矛盾！

第2步: 下面我们证明{yt}有界。
由第1步，我们已经证明了

sup{|yt−1| : it ∈ I ′, |yt| > d} < max
k∈I′

Dk
∆
= D, (8.68)

因此若|yt| > d，it ∈ I ′成立时，有

|yt| = |Fit−1(yt−1) + wt| ≤ C(D) + Cw (8.69)

否则，以下两种情形必居其一：(i) |yt| ≤ d；(ii) it ∈ I。

在情形(ii)，如果it−1 ∈ I ′，通过在时刻t − 1再次应用第1步中结果，可得

|yt−1| ≤ max(d, C(D) + Cw)
∆
= D′, (8.70)
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从而

|yt| = |Fit−1(yt−1) + wt| ≤ C(D′) + Cw; (8.71)

否则，it−1 ∈ I，于是有

|yt| = |Fit−1(yt−1) + wt| ≤ ε|yt−1| + Cε. (8.72)

综上，

|yt| ≤ max(D′, C(D′) + Cw, ε|yt−1| + Cε), (8.73)

从而{yt}的有界性容易得证。 2

8.4.3 关关关于于于证证证明明明的的的一一一些些些说说说明明明

在结束本节之前，补充说明一下稳定性分析中的一些困难和思想。

显然在算法8.1.1下的闭环系统是一个特殊的混杂系统（切换系统），具有混

杂系统的一些特征，因此分析混杂系统(参考[71]及其参考文献) 的一些困难在

分析算法8.1.1时也存在。然而在我们对算法8.1.1的分析中，闭环系统与在文献

中讨论的混杂系统模型有一些不同之处：

• 由假设A1或A2，可以看出允许函数Fi非线性增长（不必限于线性增长）；

• 分析时对函数Fi, Ki没要求明确的结构形式；

• 切换信号序列{it}并不固定或提前知道路径，它实际上依赖于当前状态以
及历史信息；

• 噪声{wt}的存在能影响切换信号序列{it}，因此切换序列一般来说不能精
确预测；

• 从切换系统的角度看，只需一个子系统稳定，而其余子系统可以不稳定。

以上这些性质在一定程度上增加了数学分析中的困难。例如，我们想通

过yt+1 = Fit(yt) + wt+1来估计yt+1，但是我们不知道it(它依赖于wt,yt,yt−1,等等)；

没有函数Fit(·)的具体形式；也不知道it怎样随时间变化且一般不知道it的统计

性质(如频率或概率)。由于问题的这些特点，所以研究切换系统常用的一些方

法(比如共同Lyapunov函数方法、多Lyapunov函数方法、平均停留时间方法等)

难以在此应用。
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幸运地是，算法8.1.1的特殊结构、模型个数的有限性、噪声的有界性以及

看起来有点奇怪的假设A1或A2 使得前面我们给出的严格分析成为可能。分析

中一个主要思想是采用时刻t之后的信息来反向估计yt大小。这种技巧在以往分

析控制系统稳定性时是很少采用的，而常采用的是用历史信息来估计现在的或

将来的状态。为使反向估计成为可能，我们提出了假设A1或A2，这在分析中起

了很大作用。并且前面构造的反例说明了这些假设一般来说不能去掉或减弱，

这在某种意义上表明假设条件的必要性。因此前面给出的证明实际上是对稳定

性分析提出了一种新的方法，除此之外在证明中采用了其它一些数学技巧，在

此不一一列举。

在无界(随机)噪声情形，为得到好的稳定性结果需要克服更多的困难，这需

要进一步的探讨。

8.5 数数数值值值仿仿仿真真真

本节给出两个仿真例子以展示拟WLS型算法的可用性。两个仿真例子都说

明拟WLS型算法能够对付无界噪声，并且适用于未知参数随时间变化的系统。

仿真例子1: 本例中还用上一章仿真例子1中的系统。在算法中我们取α =

0.5, p = 1, d = 1，仿真的所有其它设置和上一章相同。噪声序列均取自标准高斯

白噪声N(0, 1)，可以看出图8.1(b)中输出信号的幅度明显小于图7.3(b)中输出信

号的幅度，并且算法对参数变化的响应速度也显得更快一些，这说明拟WLS型

算法对参数时变的系统比拟LS型算法往往有更好的适应性。
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图 8.1: 仿真例子1

仿真例子2: 本例中还用上一章仿真例子2中的系统，除了取α = 0.6外，所

有其它仿真设置和上一章相同，噪声干扰dt也取自σ = 0.5的正态分布N(0, σ2)。

这个例子说明拟WLS型算法也不限于简单的一维情形。
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图 8.2: 仿真例子2
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8.6 本本本章章章小小小结结结

在本章中我们对有限模型自适应控制问题。提出了拟WLS型算法来设计反

馈控制律，在较弱的条件下我们证明了闭环系统是BIBO稳定的，且构造的两个

反例说明我们提出的条件一般不能被去掉或减弱。本章算法稳定性分析中“反

向估计”的思想在文献中很少见到，本章结果表明这一方法可用于分析较一般的

切换非线性系统。

尽管通过仿真表明本章提出的拟WLS型算法能很好对付无界噪声，但其理

论分析还有待进一步研究。由于分析中遇到的困难，为给出更完善的结果，可

能还需要探索一些新方法。
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本章将对有限模型自适应控制问题，讨论拟LS型算法和拟WLS型算法之外

的其它一些算法。前两章的算法的闭环系统本质上都是切换非线性系统，而本

章中的算法将基于其它几种不同的思想来设计，分别具有不同的特点。对这些

算法，我们将分别在一定条件下，证明相应闭环系统的稳定性。这些结果和前

两章的结果一起表明，当系统的内部不确定性本质上有限时，在很弱的条件下，

存在合适的反馈控制律能够对付有限的内部不确定性。因此，本章对有限模型

自适应控制问题给出了部分的回答，从而有助于进一步深刻理解反馈机制对付

不确定性的能力。

9.1 几几几种种种算算算法法法的的的说说说明明明

本节中将对有限模型自适应控制问题提出几种不同于前两章的算法，它们

基于不同的思想，并有着不同的性能、稳健性、瞬态行为或计算量。所以一般来

说我们应该根据不同的情形选择合适的算法来满足应用中的不同需求。本部分

开始的章节已经简单提到过这些算法的思想，本节中将给出这些算法的具体形

式。为简单起见，本章中我们只考虑系统(6.5)。当考虑更一般的系统(6.1)时，本

章的有些算法可能需要稍加推广或者加一定的限制条件，但设计这些算法的思

想仍可以应用。

对无噪声（确定性）系统，可以证明：仅通过有限步就能正确辨识出真实系

统(参见后面的命题9.1及其证明)。不过，在实际中噪声干扰总是存在的，因此

命题9.1 中采用的算法9.3.1并不具有实用价值，所以本节中我们提出的算法都

针对有外部噪声干扰的系统。

9.1.1 基基基于于于“““否否否定定定不不不可可可行行行控控控制制制器器器”””的的的方方方法法法

这种方法的基本思想是按一定顺序逐个尝试相应于每个模型的控制器C(i)，

如果根据某个条件发现该控制器一定不可行，则切换到下一个控制器。那么什

么样的条件可以用于否定不可行的控制器呢？显然这一条件（不妨称为条件A）

必须满足两个性质：

1. 能镇定系统的控制器C(K)必须永远满足条件A；
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2. 当使用不能镇定系统的控制器C(i)时，必存在某一时刻使得条件A得不到

满足。

以上性质中，后者保证了根据条件A 最终一定可以排除掉不能镇定系统的控制

器；而前者保证不会出现所有控制器最终都被排除掉的情况，这样基于“否定

不可行控制器”的方法才能够顺利进行下去。根据模型个数的有限性，我们可

以看到这一方法必然在有限步后稳定于某个控制器上（注意并不一定稳定于控

制器C(K)上），当然这里的前提是系统的结构不随时间变化。

为展示“否定不可行控制器”的思想，我们提出如下的简单算法：

算法9.1.1.

假设W为一足够大的常数。令P0 = Φ, i0 = 1, M̄ = {1, 2, · · · ,M}。取控制器
为ut = u

(it)
t = Kit(yt), 其中it取值如下：

(i) 若|yt| ≤ max(W, |yt−1|)，则令Pt = Pt−1，且取it = it−1；

(ii) 否则，令Pt = Pt−1

⋃
{it−1}，且任取it ∈ M̄\Pt。

注9.1.1.

当噪声有界时，如果取W足够大则可用算法9.1.1；不过这种算法对噪声无界情

形不能应用。算法9.1.1在形式上很简单且由于它基于“否定不可行控制器”思想

使得它相对容易分析，这可以从后面关于算法9.1.1的BIBO稳定性证明中看出。

基于类似思想的算法的本质缺点是它只能对付有界噪声的情形。还需要指出，

用这一方法时，自适应的过程将在有限步停止，因此这一思想一般来说不能用

于时变的不确定系统。算法9.1.1也有其它缺点，比如在实际中算法的性能可能

较差而且参数W需要根据噪声的上界和状态初值来确定，另外实际中对控制信

号的约束也会在一定程度上进一步限制算法9.1.1 的应用。

注9.1.2.

我们也可以基于“否定不可行控制器”的思想设计出其它一些算法，关键是设计

好用于“否定不可行控制器”的条件。算法9.1.1要求事先已知噪声的上界，通过

类似的思想可设计更复杂的条件来去掉这一限制，但噪声必须有界这一限制仍

不能去掉。“否定不可行控制器”的思想最近广泛用于“有监督的切换控制” (参

考[7, 82])。不过，由于基于这种思想的算法有以上提到的那些缺点，它实际上

在有限步后不是自适应的且不能对付无界噪声，因此本章中我们不把这种算法

作为重点，前两章中已给出了两种算法，后面还将给出其它算法，这些算法通常



140 几类离散时间控制系统中反馈机制对付不确定性的能力与局限

都能对付有界及无界噪声且能克服算法9.1.1的一些缺点，不过相应的稳定性分

析通常也比基于“否定不可行控制器”的算法困难的多。

一个应用—具有未知参数的线性系统通过数据通讯信道的自适应镇定问题

虽然“否定不可行控制器”的思想非常简单，但由于它具有易于理论分析且需要

条件较少的优越性，我们可以用它来解决一些其它方法难以奏效的理论问题。

比如，控制理论上已有的成果多是针对受控对象与控制器在一起的情形，即控

制器可以直接根据观测到的状态或输出设计反馈来作用于受控对象，那么当受

控对象与控制器分离时，特别是受控对象与控制器之间需要通过一个有干扰通

讯信道来传输状态或反馈信息时，由于通讯信道中也同时存在不确定性，这时

我们可以问：镇定系统的控制器是否存在？如何设计有效的控制器？上述问题

的答案并非易见的，显然它还受制于通讯信道的信息传输率限制。最简单的情

形自然是受控对象具有线性系统的结构，即

Xt+1 = AXt + BUt + Wt+1,

这里Xt为受控对象的状态，Ut为（通过信道传输过来的）控制信号，Wt为有界噪

声干扰。为简单起见，假定Ut能直接传输给受控对象，但受控对象的状态通过数

字信道传输给控制器端，因此必须进行量化。当系数阵A, B已知时，对前述问题

已有一些研究[26, 31, 102, 111]，得益于已知的A,B，我们能够通过控制器端接

受到的信息来对Xt的上下界进行估计，从而可不断细化量化范围来逐步削减通

讯信道中的不确定性带来的影响。那么，(A,B) ∈ Ω未知时(Ω为一个紧集），已

有的结果是否成立？由于A, B未知，状态Xt的范围很难有效估计，这给控制器的

设计带来很大困难。但换个角度，这一问题可归结为有限模型自适应控制问题：

对某一固定的(A0, B0)，根据前人的工作可以设计控制器及相应的编码器、解码

器；进一步可验证：该控制器有一定（小范围）的鲁棒性，即(A,B)在(A0, B0)附

近时该控制器仍是有效的。因此，可以把Ω划分成许多小区域（每个小区域的中

心代表一个对应的模型）

Ω =
M⋃
i=1

Ωi,

对每个小区域Ωi内的(A, B)，可以设计一个相应的控制器C(i)，如果真实系统

的(A,B)就在小区域Ωi内时，就可以用控制器C(i)来有效估计Xt的范围。然后基

于“否定不可行控制器”的思想，我们可以逐个试验各备选控制器，如果某备选
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控制器不可行，必然会造成Xt发散，从而超出该备选控制器所给出的上下界估

计，通过引入“溢出”标志，就可以设计“否定不可行控制器”的条件。剩下的问

题是切换到下一个备选控制器时，如何重新保证状态Xt落入新控制器对Xt估计

的范围，这一问题也不难解决，我们只需按一定速度不断增大对Xt估计的范围，

就可保证这一点。这样基于本小节的思想，就可以从理论上解决上面提出的问

题（但仿真表明该方法根本不实用，因为它通常造成Xt及Ut非常大的幅度）。由

于篇幅关系，作者参与的这一工作将不在本文中详细论述，举此例子仅用于介

绍本小节思想的一个应用。

9.1.2 基基基于于于权权权重重重向向向量量量自自自动动动调调调整整整的的的方方方法法法

这种方法通过以一定权重比例来组合各已知控制器从而构造控制信号，权

重向量会根据后验的信息进行逐步调整。由于我们不知道哪一模型可以描述真

实系统，所以在算法开始时我们对所有模型都使用同样的权重；然后在每一时

刻计算每个模型造成的误差，对误差很大的模型希望逐渐降低其权重比例，而

误差较小的模型希望逐渐增大其权重比例（调整时仍保持所有权重之和为1）。

采用这一思想，已知M个模型的权重可以灵活调整以能自适应的反映每个已知

模型的适应性。由于权重的调整是渐变的，因此偶尔很大的噪声跳变不会对权

重造成很大影响，所以直观上这种方法能够对付有界和无界噪声，且能够在一

定程度上适应真实系统不断变化的结构，这一点已经从仿真中得到了验证。

以下算法是根据上述思想设计的：

算法9.1.2.

选取以下控制器

ut = −
∑M

i=1 αi(t)fi(yt) = −α(t) · Ft, (9.1)

其中

Ft = (f1(yt), f2(yt), · · · , fM(yt))
τ , (9.2)

且

α(t) = (α1(t), α2(t), · · · , αM(t)) (9.3)

由下式递推给出：

α(t) = β(t)
||β(t)||1 = β(t)/

∑M
i=1 |βi(t)|,

β(t) = α(t − 1) ◦ D(t)
∆
=(α1(t − 1)D1(t), α2(t − 1)D2(t), · · · , αM(t − 1)DM(t)),

(9.4)
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其初始权向量取为

α(0) = ( 1
M

, 1
M

, · · · , 1
M

). (9.5)

在此对i = 1, 2, · · · ,M取

Di(t)
∆
=

{
1

1+|fi(yt−1)+ut−1−yt| , 如果|yt| > ȳt−1;

1, 否则
(9.6)

这里ȳt
∆
= max

j≤t
|yj| 可按如下递推方式计算:

ȳt = max(ȳt−1, |yt|), ȳ0 = 0. (9.7)

注9.1.3.

这一算法并没有试图直接辨识真实系统。但在算法中我们引入权向量α(t)，通过

自适应地调整权向量，使得算法能间接辨识出系统并达到控制目的。在算法中

不需要可调参数，也避免了控制信号和输出信号的剧变。其思想很容易理解，但

是稳定性分析有很大的困难，这不仅是因为对这种新颖的递推算法还没有有效

而系统的分析方法，还因为其闭环系统是一复杂、时变的迭代非线性动力系统，

它不属于切换系统，但具有一般混杂系统的特点，文献中还未见到对类似系统

的讨论。在本章中我们只研究该算法的BIBO稳定性。

注9.1.4.

这里给出的Di(t)的定义主要出于两个原因：(a)如果条件|yt| > ȳt−1不成立，则

不必修改权向量α(t)，所以这一条件可以减少很多计算；(b)这一修改权重的方

案可以很大程度的减少分析闭环系统稳定性的困难。其它定义Di(t)的方法在实

际中也可采用。例如我们可以简单取

Di(t)
∆
= 1

1+|fi(yt−1)+ut−1−yt| ;
(9.8)

但是这一方案给分析闭环系统带来很大困难。仿真表明这一方法在稳健性和瞬

态效果方面虽然不比其它方法差，但它需要较多的计算量。

9.1.3 基基基于于于伪伪伪参参参数数数向向向量量量估估估计计计的的的方方方法法法

对问题I，假设真实系统为模型K，即f(·) ≡ fK(·)。采用回归模型思想，我
们可以重新把系统(6.5)写为

yt+1 = ϑτFt + ut + wt+1, (9.9)
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其中

ϑ = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)τ ,

Ft = (f1(yt), · · · , fK(yt), · · · , fM(yt))
τ .

由于K未知，所以我们只需把ϑ 视为模型(9.9)的未知参数向量，这样可以用一

些递推辨识算法来估计此未知参数向量(在后面我们称之为伪参数向量)。在传

统的辨识算法中，伪参数向量ϑ的估计值ϑ̂t 通常不再具有各分量之和为常数1的

性质，这是区别于算法9.1.2中权向量的一个地方。

为演示这一思想，我们采用以下算法来估计伪参数向量ϑ，其随机稳定性将

在后面部分研究：

算法9.1.3.

定义

D = {x = (x1, x2, · · · , xM)τ ∈ RM : 0 ≤ xi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ M}. (9.10)

当t = 0, 1, 2, · · ·时，取控制律为：

ut = −ϑ̂τ
t Ft, (9.11)

且修正估计值ϑ̂t如下

ϑ̂t+1 = πD{ϑ̂t + yt+1

d+||Ft||2 Ft} (9.12)

其中d > 0足够大，且πD{x}
∆
= arg min

x′∈D
||x − x′||。

注9.1.5.

算法9.1.3为模化投影最小均方算法(NPLMS) 的具体应用(参考[40, 41])，后者

作为一种稳健自适应控制算法，可以用来对付包括慢时变参数、随机噪声和未

建模动态这些不确定性，这种算法比前面提到的算法需要更多的计算量，且在

实际中其参数并不易确定。原NPLMS算法是针对线性系统提出的，这里在算

法9.1.3中允许函数fk(·)是非线性的，但函数fk(·)线性增长的假设仍是必要的。

9.2 主主主要要要结结结果果果

在本节中，将针对前面提出的各种算法，给出它们的闭环稳定性；并将基于

这些结果，对本部分提出的中心问题（问题I与II）给出还不够完整的回答。
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为方便起见，集合F0 = {f1, f2, · · · , fM}可被看作是模型集。当我们说f ∈
F0时，意思是指真实系统可在模型集中取得，即对某个确定的(但未知)的整

数1 ≤ K ≤ M有f ≡ fK成立。

9.2.1 对对对本本本部部部分分分中中中心心心问问问题题题的的的回回回答答答

既然外部噪声干扰能影响系统的行为，则显然对问题I和II的回答依赖于对

噪声序列所加的条件。

9.2.1.1 无无无噪噪噪声声声情情情形形形

我们首先考虑最简单的情形—确定性系统，也就是没有噪声（及未建模动

态）的情形。在这种情形下，直观上我们可以通过解方程来正确辨识出真实系

统，但这一事实的证明并非显然。基于下一节中给出的算法9.3.1，我们可以证明

命题 9.1. 对系统(6.5)，如果f ∈ F = F0，且没有噪声（wt = 0），则经过有限

步(不超过M步)后就可以正确的辨识出真实系统。

因此由算法9.3.1构造的控制律可使系统经过有限步后稳定在原点处。

9.2.1.2 有有有界界界噪噪噪声声声情情情形形形

对有界噪声情形，我们期望能构造出使得闭环系统的输出序列有界的控制

器，即BIBO稳定的控制器。事实上这是可以做到的：

命题 9.2. 对系统(6.5)，假设噪声序列{wt}有界，且存在一个模型fK ∈ F0使

得ρ̃(f, fK) < 1，则存在一个反馈控制器使得闭环系统的输出序列{yt}有界。

以上命题是本章中定理9.4的一个推论。值得注意的是，在此不需要对F0附

加任何额外的假设条件。事实上这一结果的得到，恰恰得益于前文所述算

法9.1.1的本质缺点。这是很有趣的现象：在有界噪声和时不变系统的情形，最简

单的算法能在理论上给出最简洁漂亮的结果，不需加任何额外的条件；但其它

能对付无界噪声及时变系统的算法（如拟WLS型算法），为保证同样的BIBO稳

定性，却可能需要加一些额外的条件。这提示我们在实际应用中要辩证地看待

各种算法的优缺点，根据具体情况进行选择。

前一章中在一定条件下给出了拟WLS型算法的BIBO稳定性，本章还将在

一定条件下给出算法9.1.2的BIBO稳定性。
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9.2.1.3 无无无界界界噪噪噪声声声情情情形形形

对无界噪声（比如高斯噪声）情形，我们不能期望闭环系统的输出序列有

界，而希望闭环系统在某种时间平均意义下或空间平均意义下稳定。大量仿真

表明：本章中列出的大多数算法(除去算法9.1.1) 以及前两章中的拟LS型算法、

拟WLS型算法，都可用来对付无界噪声。然而由于无界噪声情形分析上的困难，

所以目前还不能给出类似有界噪声情形的完美结果。

总结对拟LS型算法分析的结果和本章后面对算法9.1.3分析的结果，我们可

得

命题 9.3. 对系统(6.5)，假设函数f(x)及fi(x)具有线性增长速率，且存在模

型fK ∈ F0 使得ρ̃(f, fK) < ε成立，其中ε为一适当小的正数。

• 若噪声序列在p-平均意义下有界，则存在控制器使得闭环系统的输出序

列{yt}在p-平均意义下有界，即闭环系统有p-平均稳定性。

• 若噪声序列具有很好的统计性质（“有界能稳”），则存在控制器使得闭环

系统的输出序列{yt}的方差有界，即闭环系统有随机均方稳定性。

值得注意的是，命题9.3的两个结果都要求线性增长条件，而且对拟LS型算

法来说已通过反例说明这一条件通常不能减弱。然而这并不意味着这一条件对

其它能对付无界噪声的算法一定是必不可少的，因此在不对F附加任何假设条
件时，我们仍不知道镇定系统的反馈控制律是否总存在。从仿真结果来看，其

它一些算法（如拟WLS型算法）在无界噪声情形也有很好的稳定性，但这方面

理论上仍需做进一步的探索。所以在无界噪声情形下，有限模型自适应控制问

题还没有得到完全的解决，我们在此也只是给出了部分回答。

9.2.2 算算算法法法9.1.1的的的BIBO稳稳稳定定定性性性

定理 9.4. 对系统(6.5)，假设存在模型fK ∈ F0使得ρ̃(f, fK) < 1，则在算

法9.1.1下，取常数W足够大时，闭环系统BIBO稳定。

推论 9.5. 对系统(6.5)，假设f ∈ F = F0成立。则在算法9.1.1下，取常数W足够

大时，闭环系统BIBO稳定。

9.2.3 算算算法法法9.1.2的的的BIBO稳稳稳定定定性性性

以下假设被用来分析算法9.1.2：
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A2. 对任意的1 ≤ i ≤ M，要么(a) lim sup
0<|x|→∞

|fi(x)−f(x)|
|x| < 1 成立；要么(b)

lim inf
0<|x|→∞

|fi(x)−f(x)|
|x| ≥ 1 成立。

定理 9.6. 对系统(6.5)，假设存在模型fK ∈ F0 使得ρ̃(f, fK) < 1成立，且包括假

设A2在内的一些条件(见证明)成立，则在算法9.1.2下，闭环系统BIBO稳定。

推论 9.7. 对系统(6.5)，假设f ∈ F = F0，并设定理9.6中同样的条件也成立，则

在算法9.1.1下，闭环系统BIBO稳定。

注9.2.1.

在定理9.6中需要的条件允许函数fi(x)具有非线性增长率。更多讨论请参看定

理9.6的证明和其后的注释。

9.2.4 算算算法法法9.1.3的的的随随随机机机均均均方方方稳稳稳定定定性性性

为给出算法9.1.3的随机稳定性，我们需要以下关于F0和噪声序列{wt}的假
设：

AL. 对任意的1 ≤ i ≤ M，存在某个常数A ≥ 0与A′ ≥ 0，使得

|fi(x) − f(x)| ≤ A|x| + A′, ∀x ∈ R (9.13)

(注: 在此我们对A和A′的值不加任何其它限制。)

AB. 存在ε0 > 0使得{ε0w
2
t } ∈ B∞

1 成立，即对任意的n > m ≥ 0

E exp{
n∑

j=m+1

|ε0w
2
j |} ≤ exp{a(n − m) + b} (9.14)

其中a与b为两个非负常数。

注9.2.2.

假设AL即线性增长条件。假设AB表明噪声序列{wt}在某种平均意义下有界（在
文献[41]中称为“有界能稳”），这一条件允许噪声序列是无界的，但是不易验证

而且相对较强，因为它至少要求wt的任意阶矩都是有穷的。

定理 9.8. 对系统(6.5)，假设AL成立，且存在模型fK ∈ F0 使得ρ̃(f, fK) < ε成

立，其中常数ε > 0足够小。则对于算法9.1.3，在假设AB下，当ε0d充分大且ε0充

分小时，闭环系统具有以下意义的随机均方稳定性：

sup
t

Ey2
t = O(d) < ∞. (9.15)
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而且，如果Ew2
t ≤ σ2，则

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

E|yt| = O(σ) + O(
√

εd). (9.16)

推论 9.9. 对系统(6.5)，假设AL和AB成立且f ∈ F = F0。则对算法9.1.3，定

理9.8的结果成立。

9.3 定定定理理理的的的证证证明明明

9.3.1 命命命题题题9.1的的的证证证明明明

算法9.3.1.

定义集合

Di,j = {x ∈ R : fi(x) 6= fj(x)} (9.17)

显然对任意的i 6= j，Di,j非空。取u0 = 0，i0 = 1，则对t = 1, 2, · · · ,M定义it, ut如

下：

(1) 如果yt − ut−1 − fit−1(yt−1) = 0，则取it = it−1；否则取it = t + 1。

(2)当t < M时，取任意的vt ∈ Dit−1,t+1，则可定义ut = vt−fit(yt)。且当t ≥ M时，

我们仅需定义ut = −fiM (yt)。

注9.3.1.

这一算法可以保证真实系统仅通过M步就可正确辨识出来。在无噪声情形，直

观上我们能够通过解方程来决定哪个模型为真实系统，所以不必设计特殊的控

制律ut。然而，由于在较大范围内的x都可能有fi(x) = fj(x)，如果我们不用特殊

方法来设计ut（比如随机选择ut），则不能保证可以通过解方程把真实系统辨识

出来。

命题9.1的证明: 由wt = 0，可得yt − ut−1 = f(yt−1), ∀t > 0。现在我们考虑以下

情形：

(1) 如果iM = 1，则由it的定义，可得

i0 = i1 = · · · = iM−1 = iM = 1, (9.18)

且

f(yt−1) = f1(yt−1), t = 1, 2, · · · , M − 1. (9.19)
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从而对t = 1, 2, · · · ,M − 1，

vt = ut + fit(yt) = ut + f(yt) = yt+1. (9.20)

注意到

yt+1 = vt ∈ Dit−1,t+1 = D1,t+1, (9.21)

从而可得

ft+1(yt+1) 6= f(yt+1), (9.22)

这表明对任意的k 6= 1，对所有的t = 2, 3, · · · ,M，等式f(yt) = fk(yt)不成立。因

此真实系统一定是模型1，即f(x) ≡ f1(x)。所以在这种情形下算法可以正确辨

识真实系统。

(2) 如果iM = k > 1，则由it的定义必有

ik−1 = ik = · · · = iM−1 = iM = k, (9.23)

且

f(yt−1) = fk(yt−1), t = 1, 2, · · · , k − 1. (9.24)

采用与情形(1)类似的方法，对t = k, k + 1, · · · ,M − 1可得

vt = ut + fit(yt) = ut + f(yt) = yt+1 ∈ Dk,t+1. (9.25)

从而

ft+1(yt+1) 6= f(yt+1), (9.26)

这表明对任意k′ > k，模型fk′不能为真实系统。

另一方面，我们考虑t < k，即t = 1, 2, · · · , k − 1时，并且我们仅需考虑使

得it−1 6= it成立的那些t。

由于it−1 6= it，则由it的定义，必有it = t + 1且

f(yt−1) = yt − ut−1 6= fit−1(yt−1). (9.27)

因此对k′ = it−1，模型fk′不可能是真实系统。进一步注意到对k′ < t，可得

ik′−1 = · · · = it−1 = k′, (9.28)
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从而对j = k′, k′ + 1, · · · , t，

f(yj−1) = yj − uj−1 = fij−1
(yj−1) = fk′(yj−1). (9.29)

因此对j = k′, · · · , t − 1，有

vj = uj + fij(yj) = uj + f(yj) = yj+1 ∈ Dij−1,j+1 = Dk′,j+1. (9.30)

且对j = k′, · · · , t − 2，有

fj+1(yj+1) 6= fk′(yj+1) = f(yj+1), (9.31)

这表明对j = k′ + 1, · · · , t − 1，模型fj不可能为真实系统。

对所有满足it−1 6= it且t < k的t 重复以上论证，则立即可得：对任意j < k，

模型fj不可能为真实系统。由以上两方面的论证，可知模型fk必为真实系统。

总之，算法9.3.1仅通过M步就可正确辨识出真实系统，因此命题9.1 成立。

2

9.3.2 定定定理理理9.4的的的证证证明明明

证明: 由于r
∆
= ρ̃(f, fK) < 1，则可得

|f(x) − fK(x)| ≤ r|x| + o(|x|). (9.32)

因此对任意固定的r′ ∈ (r, 1)，存在常数Y > 0使得对任意的|x| > Y，有|f(x) −
fK(x)| ≤ r′|x|成立。

令CY = sup
|x|≤Y

|f(x)−fK(x)|；且假设Cw
∆
= sup

t
|wt| < ∞，并取W = max(CY +

Cw, Cw

1−r′
)。

第1步:首先我们来证明，如果对某个整数T有iT = K，则对任意t ≥ T有it =

K。下面采用数学归纳法来证明。

假设it−1 = K，则有

|yt| = |f(yt−1) − fK(yt−1) + wt| ≤ |f(yt−1) − fK(yt−1)| + |wt| ≤ max(r′|yt−1|, CY ) + Cw.

(9.33)

如果|yt−1| ≤ Cw

1−r′
，则

|yt| ≤ max(r′|yt−1|, CY ) + Cw ≤ max(Cwr′

1−r′
+ Cw, CY + Cw) = max( Cw

1−r′
, CY + Cw) = W ;

(9.34)
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否则

|yt| ≤ max(r′|yt−1|, CY ) + Cw ≤ max(|yt−1|, CY + Cw) ≤ max(|yt−1|,W ).

(9.35)

在两种情形下，都有|yt| ≤ max(|yt−1|,W ), 则由算法9.1.1，it = it−1 = K且Pt =

Pt−1成立。

第2步: 接下来我们将证明切换仅发生有限次(不超过M)，且存在i∗ ∈ M̄和

整数T，使得对任意的t ≥ T有it = i∗。事实上由算法9.1.1，当切换发生时显

然有|Pt| = |Pt−1| + 1；且Pt ⊆ M̄，从而有|Pt| ≤ M，因此仅有有限次切换发

生。下面我们只需证明在某个时刻t需要切换时，M̄\Pt一定非空。事实上由

第1步，如果it−1 6= K，则对所有的k ≤ t必有it−k 6= K，因此K 6∈ Pt−1，从而可

得K 6∈ Pt

⋃
{it−1}，所以集合M̄\Pt中至少含有一个元素(K)。

第3步: 由第2步，对某个T ≥ 0、整数i∗ 和任意t ≥ T，有it = i∗成立。

且由it的定义，对所有的t > T，可得|yt| ≤ max(|yt−1|,W )，因此对所有的t，

有|yt| ≤ max(|y0|, |y1|, · · · , |yT |, W )。证毕。 2

9.3.3 定定定理理理9.6的的的证证证明明明

证明: 为方便起见，仍把{1, 2, · · · ,M}记作M̄，并采用记号|X|代表集合X的

基数。

第1步: 令

f̃i(x) = f(x) − fi(x), (9.36)

则可得

yt+1 = f(yt) + ut + wt+1 =
M∑
i=1

αi(t)[f(yt) − fi(yt) + wt+1] =
M∑
i=1

αi(t)[f̃i(yt) + wt+1].

(9.37)

由算法9.1.2，对任意的i, j ∈ M̄，可得

αi(t)
αj(t)

= βi(t)
βj(t)

= Di(t)
Dj(t)

· αi(t−1)
αj(t−1)

= Di(t)Di(t−1)
Dj(t)Dj(t−1)

· αi(t−2)
αj(t−2)

= · · · =
∏t

s=1 Di(s)∏t
s=1 Dj(s)

= Qi(t)
Qj(t)

,

(9.38)

其中

Qi(t)
∆
=

t∏
s=1

Di(s). (9.39)

注意到
∑M

j=1 αj(t) = 1，则有

αi(t) = αi(t)∑M
j=1 αj(t)

= Qi(t)∑M
j=1 Qj(t)

. (9.40)
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定义

St
∆
={1 ≤ s ≤ t : |ys| > |ȳs−1|}, (9.41)

由(9.6)和(6.5)可知对s ∈ St有

Di(s) = 1
1+|fi(ys−1)+us−1−ys| = 1

1+|fi(ys−1)−f(ys−1)−ws| ; (9.42)

否则，Di(s) = 1。令

ξi(t) = f̃i(yt) + wt+1, ηi(t) = αi(t)ξi(t),

D̄i(s)
∆
= 1

Di(s)
= 1 + |ξi(s − 1)| 对s ∈ St,

(9.43)

则可得

yt+1 =
M∑
i=1

ηi(t) =
M∑
i=1

αi(t)ξi(t) =
M∑
i=1

ξi(t)
Qi(t)∑M

j=1 Qj(t)
=

M∑
i=1

ξi(t)Qi(t)

M∑
j=1

Qj(t)

. (9.44)

由Qi(t)、Di(s)跟D̄i(s)的定义，可得

Qi(t) = [
∏

s∈St

D̄i(s)]
−1 = [

∏
s∈St

(1 + |ξi(s − 1)|)]−1. (9.45)

因此闭环系统为：

yt+1 =

M∑
i=1

ξi(t)Qi(t)

∑M
j=1 Qj(t)

=

M∑
i=1

ξi(t)[
∏

s∈St

(1+|ξi(s−1)|)]−1

M∑
j=1

[
∏

s∈St

(1+|ξj(s−1)|)]−1

=

M∑
i=1

(f̃i(yt)+wt+1)[
∏

s∈St

(1+|f̃i(ys−1)+ws|)]−1

M∑
j=1

[
∏

s∈St

(1+|f̃j(ys−1)+ws|)]−1

,

(9.46)

这是一个相当复杂的递推等式。

第2步: 下面采用反证法。假设{yt} 无界，且Cw
∆
= sup

t
|wt| < ∞。定义

I = {1 ≤ k ≤ M : lim sup
0<|x|→∞

|f(x)−fk(x)|
|x| < 1},

I ′ = {1 ≤ k ≤ M : lim inf
0<|x|→∞

|f(x)−fk(x)|
|x| ≥ 1}

(9.47)

由假设A2，可得I ∪ I ′ = {1, 2, · · · ,M}。
由于ρ̃(f, fK) < 1，所以K ∈ I。且由集合I的定义知

r
∆
= max

k∈I
ρ̃(f, fK) < 1, (9.48)
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从而对任意k ∈ I，

|f̃k(x)| = |f(x) − fk(x)| ≤ r|x| + o(|x|). (9.49)

取任意固定的ε ∈ (r, 1)，则对任意k ∈ I，存在常数Yk > 0使得对任意|x| > Yk，

有|f̃k(x)| ≤ ε|x| − (1 + Cw)成立。

同时根据集合I ′的定义，对任意k ∈ I ′，存在常数Y ′
k > 0使得对任意|x| > Y ′

k，

有|f̃k(x)| ≥ |x| + Cw成立。

取Y = max(max
k∈I

Yk, max
k∈I′

Y ′
k)。并令CY = Cw + max

k∈I
sup
|x|≤Y

|f̃k(x)|，且定义

Jt
∆
={1 ≤ j ≤ t : |yj−1| > Y }

⋂
St, J

′
t

∆
={1 ≤ j ≤ t : |yj−1| ≤ Y }

⋂
St (9.50)

则由(9.44)可得

yt+1 =

M∑
i=1

ξi(t)Qi(t)

M∑
j=1

Qj(t)

=

∑
i∈I

ξi(t)Qi(t)

∑
j∈I

Qj(t)
×

1+

∑

i∈I′
ξi(t)Qi(t)

∑
j∈I

ξj(t)Qj(t)

1+

∑

i∈I′
Qi(t)

∑
j∈I

Qj(t)

. (9.51)

第3步: 现在我们考虑

V (t)
∆
=

∑
i∈I′

Qi(t)

∑
j∈I

Qj(t)
. (9.52)

显然

V (t) =
∑
i∈I′

Qi(t)∑
j∈I

Qj(t)
=
∑
i∈I′

1
∑
j∈I

Qj(t)

Qi(t)

=
∑
i∈I′

1∑
j∈I

Vij(t)
, (9.53)

其中

Vij(t)
∆
= Qj(t)

Qi(t)
=
∏

s∈St

1+|ξi(s−1)|
1+|ξj(s−1)| . (9.54)

对i ∈ I ′, j ∈ I，如果s ∈ Jt成立，则

1 + |ξi(s − 1)| ≥ |ys−1| = 1
ε
(ε|ys−1|) ≥ 1

ε
(1 + |ξj(s − 1)|); (9.55)

否则
1+|ξi(s−1)|
1+|ξj(s−1)| ≥

1
CY

, (9.56)

其中CY按以上定义。从而

Vij(t) =
∏

s∈Jt

1+|ξi(s−1)|
1+|ξj(s−1)| ×

∏
s∈J ′

t

1+|ξi(s−1)|
1+|ξj(s−1)| ≥

1

ε|Jt|C
|J′

t|
Y

. (9.57)
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因此有

V (t) =
∑
i∈I′

1∑
j∈I

Vij(t)
≤ |I′|

|I| ε
|Jt|C

|J ′
t|

Y . (9.58)

第4步: 对

V ′(t)
∆
=

∑
i∈I′

ξi(t)Qi(t)

∑
j∈I

ξj(t)Qj(t)
, (9.59)

类似于第三步，可得

V ′(t) =
∑
i∈I′

1
∑
j∈I

Vij(t)
ξj(t)

ξi(t)

≤
∑

i∈I′
ξi(t)

∑
j∈I

ξj(t)
ε|Jt|C

|J ′
t|

Y . (9.60)

第5步: 假设St = {s1, s2, s3, · · · }, s1 < s2 < s3 < · · ·，则由St定义以及我们

假设的{yt}无界可知，当n → ∞时，序列{|ysn|}严格递增并趋于无穷。
因此由St,Jt与J ′

t的定义可知，J ′
t仅包含有限个元素；且当t → ∞时，|Jt| →

∞。所以很显然我们可以得到当t → ∞时V (t) → 0。

进一步，如果 ∑
i∈I′

ξi(t)

∑
j∈I

ξj(t)
= o((1

ε
)t), (9.61)

则也可得到当t → ∞时V ′(t) → 0。设r
∆
= max

k∈I
ρ̃(f, fr)，由于ε可取区间(r, 1)内的

任意数，则条件(9.61)中的常数ε可由r代替。

在证明完成后我们将在后面的注9.3.2中讨论条件(9.61)何时成立。

第6步: 由于当t → ∞时，有V (t) = o(1)和V ′(t) = o(1)成立，联合(9.51)可得

|yt+1| ≤
∑
i∈I

|ξi(t)|Qi(t)

∑
j∈I

Qj(t)
× 1+V ′(t)

1+V (t)
≤ max

i∈I
|ξi(t)| × (1 + o(1)) ≤ (ε|yt| + C) × (1 + o(1)).

(9.62)

因此对充分大的t，可知

|yt+1| ≤ ε′|yt| + C ′, (9.63)

其中ε′ ∈ (ε, 1)，由此可以得出{yt}必有界。这与假设中序列{yt}无界相矛盾！从
而证得算法9.1.2的BIBO稳定性。 2

注9.3.2.

条件(9.61)是一非常弱的条件。首先如果{fi(x)}为线性函数或具有线性增长率
的函数，则很容易证明对充分大的|yt|，有 |ξi(t)|

|ξj(t)| = O(1)成立，因此条件(9.61)为

真。下面我们将指出由于(1
ε
)t以指数速率发散，所以在条件(9.61)中也允许比线
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性增长速率快的非线性增长率。不过，在比线性增长速率快的非线性增长率情

况下，很难估计|yt|的阶，从而条件(9.61)不容易验证。另外，从证明过程中可以

看出条件(9.61)仍有可能减弱。因此尽管对算法9.1.2进行完全理论分析有很大

困难，但是在实际中有着很好的稳定性。到目前为止我们仍不知道算法9.1.2 是

否可以对付任意非线性增长率，尽管我们目前在仿真中还没发现任何反例。

注9.3.3.

前一章中用过的假设A1 也可以用来分析算法9.1.2，证明思想与上面类似，这时

需要的额外条件甚至比条件(9.61)还弱一些。为节省篇幅，我们不再对此讨论。

9.3.4 定定定理理理9.8的的的证证证明明明

首先我们引入以下记号：

ϑ̃t
∆
= ϑ − ϑ̂t,mt

∆
= ||Ft||, αt

∆
= (F τ

t ϑ̃t)2

d+m2
t

, ηt = f(yt) − fK(yt). (9.64)

显然

yt+1 = fK(yt) + ηt + ut + wt+1 = ϑτFt − ϑ̂τ
t Ft + ηt + wt+1 = ϑ̃τ

t Ft + ηt + wt+1.

(9.65)

由ρ̃(f, fK) < ε可知，对所有x，有|f(x) − fK(x)| ≤ ε|x| + Cε。且注意到序

列{wt + C}对任意常数C仍满足假设AB。因此不失一般性，下面我们假设对足

够小的常数ε > 0有

|ηt| = |f(yt) − fK(yt)| ≤ ε||Ft||. (9.66)

第1步: 显然ϑ ∈ D，从而由投影的性质，并注意到F τ
t Ft = m2

t，可得

||ϑ̃t+1||2 ≤ ||ϑ − (ϑ̂t + Ft

d+m2
t
yt+1)||2

= ||ϑ̃t − Ft

d+m2
t
(F τ

t ϑ̃t + ηt + wt+1)||2

= ||(I − FtF τ
t

d+m2
t
)ϑ̃t − Ft(ηt+wt+1)

d+m2
t

||2

= ϑ̃τ
t ϑ̃t − 2ϑ̃τ

t
FtF τ

t

d+m2
t
ϑ̃t + ϑ̃τ

t (
FtF τ

t

d+m2
t
)2ϑ̃t

+
F τ

t Ft(ηt+wt+1)2

(d+m2
t )2

− 2F τ
t ϑ̃t(ηt+wt+1)

d+m2
t

+ 2ϑ̃τ
t

FtF τ
t

d+m2
t

Ft(ηt+wt+1)

d+m2
t

≤ ||ϑ̃t||2 − ϑ̃τ
t FtF τ

t ϑ̃t

d+m2
t

+
F τ

t Ft(ηt+wt+1)2

(d+m2
t )2

+
2F τ

t ϑ̃t|ηt+wt+1|
d+m2

t

≤ ||ϑ̃t||2 − αt + (ηt+wt+1)2

d+m2
t

+ 1
2
αt + 2(ηt+wt+1)2

d+m2
t

≤ ||ϑ̃t||2 − 1
2
αt +

6(η2
t +wt+1)

d+m2
t

≤ ||ϑ̃t||2 − 1
2
αt + O(

w2
t+1

d
) + O(ε2),

(9.67)
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其中最后一个不等式可由ηt ≤ ε||Ft||得到，其中“O”常数可取为6。

第2步: 由(9.67)可得，

||ϑ̃n+1||2 − ||ϑ̃m+1||2 ≤ −1
2

n∑
t=m+1

αt + O(1
d

n∑
t=m+1

w2
t+1) + O(ε2(n − m)). (9.68)

且注意到||ϑ̃t||有界，则立即可得

n∑
t=m+1

αt ≤ O(
ε0

n∑
t=m+1

w2
t+1

ε0d
) + O(ε2(n − m)) + O(1). (9.69)

第3步: 定义Lt = y2
t + w2

t + η2
t−1,L0 = 0，则由AL的线性增长假设得

m2
t = ||Ft||2 = O(y2

t ) = O(Lt). (9.70)

因此

y2
t+1 = (F τ

t ϑ̃t + ηt + wt+1)
2

≤ 2(F τ
t ϑ̃t)

2 + 2(ηt + wt+1)
2

≤ 2αt(d + m2
t ) + O(ε2m2

t + w2
t+1)

= O((αt + ε2)Lt) + O(dαt + w2
t+1),

(9.71)

从而有

Lt+1 = y2
t+1 + w2

t+1 + η2
t = O((αt + ε2)Lt) + O(dαt + w2

t+1) = βtLt + µt.

(9.72)

第4步: 因为L0 = 0，则通过反复迭代式(9.72)，可得

Lt+1 =
t∑

m=0

Φ(t,m)µm, (9.73)

其中

Φ(t, m)
∆
=

t∏
j=m+1

βj. (9.74)

通过对x ≥ 0应用不等式x ≤ exp(x − 1) ，

Φ(t,m) ≤ exp{
t∑

j=m+1

βj − (t − m)} = exp{−(t − m)} · exp{
t∑

j=m+1

βj}, (9.75)

因此

[EΦ2(t,m)]
1
2 = exp{−(t − m)} · [E exp{2

t∑
j=m+1

βj}]
1
2 , (9.76)
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联合(9.69)与βj = O(αj + ε2)，并取ε0d足够大，可得

E exp{2
t∑

j=m+1

βj} ≤ E exp{O(
ε0

t∑
j=m+1

w2
j+1

ε0d
)} · exp{O(ε2(t − m))} · O(1)

≤ [E exp{ε0

t∑
j=m+1

w2
j+1}]

O( 1
ε0d

) · exp{O(ε2(t − m))} · O(1)

≤ exp{O( 1
ε0d

+ ε2)(t − m)} · O(1).

(9.77)

类似的，由于µt = O(dαt + w2
t+1) = O(w2

t+1 + ε2) = d · [O(
w2

t+1

d
) + O(ε2)]，可得

[Eµ2
t ]

1
2 ≤ d · [O(exp{O( 1

ε0d
+ ε2)})] 1

2 (9.78)

取ε0d 足够大且ε充分小，则对某个λ ∈ (0, 1)，有

exp{O( 1
ε0d

+ ε2)} = exp{λ} (9.79)

因此由(9.76), (9.77) 和(9.78)，可得

E[Φ(t,m)µm] ≤ [EΦ2(t,m)]
1
2 [Eµ2

t ]
1
2

≤ exp{−(t − m)} exp{O( 1
ε0d

+ ε2)(t − m)} · O(d)

≤ exp{−(1 − λ)(t − m)}O(d).

(9.80)

所以最终有

ELt+1 =
t∑

m=0

E[Φ(t,m)µm] ≤
t∑

m=0

exp{−(1 − λ)(t − m)} · O(d) ≤ 1
1−exp{−(1−λ)} · O(d).

(9.81)

从而

sup
t

Ey2
t ≤ sup

t
ELt = O(d) < ∞. (9.82)

证毕。

下面我们将证在条件Ew2
t ≤ σ2下，(9.16)成立。事实上由(9.69)，

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

Eαt = O(σ2

d
+ ε). (9.83)

且由(9.71)，并注意到Em2
t = E||Ft||2 = O(Ey2

t ) = O(d), Eαt = O(σ2

d
+ ε),可得

lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

E|yt| ≤ lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

E[
√

αt−1(d + m2
t−1) + εmt−1 + |wt|]

≤ lim sup
T→∞

1
T

T∑
t=1

{
√

Eαt−1(d + m2
t−1) + σ + εEmt−1}

≤ O(σ +
√

εd).

(9.84)
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定理证毕。 2

9.4 数数数值值值仿仿仿真真真

本节中的仿真还用前两章仿真例子1中的系统，但分别用本章介绍的三个算

法。在下面的仿真中，未知参数为随机选取的一个常数。为便于比较，所有的仿

真尽可能使用相同的设置。

在图9.1中，使用了基于“否定不可行控制器”的算法9.1.1，在该算法中

取W = 10000，噪声序列取自均匀分布U(0, 1)。在这个仿真中，由于该算法的限

制，我们不能取噪声序列为高斯白噪声之类的无界序列。从仿真中可以看出，

虽然系统最终能够镇定，但整个过程中输出序列、控制序列造成了过大的幅度，

这在实际中通常是不允许的。

在图9.2中，使用了基于“权重向量自动调整”的算法9.1.2，噪声序列取为标

准高斯白噪声N(0, 1)。在该算法中没有可调的参数。该算法的镇定效果相对较

好。仿真还表明在该算法中用式(9.8)替换式(9.6)后，镇定效果还会进一步明显

改善，这是因为式(9.6) 对于权重向量的自适应调整过于“懒惰”，而式(9.8) 在每

一时刻都对权重向量作一定调整。

在图9.3中，使用了基于“伪参数向量估计”的NPLMS算法9.1.3，在该算法

中取d = 1000，噪声序列取为标准高斯白噪声N(0, 1)。可以看出，该算法也能够

把系统镇定，但效果相对较差，该算法计算量也较大，这提示我们把传统的递推

辨识算法应用于有限模型自适应控制问题虽然可行但不一定很好。

9.5 本本本章章章小小小结结结

本章对有限模型自适应控制问题，基于不同于前两章的一些思想，提出了

其它几种算法，并分析了相应闭环系统的稳定性。这些结果与前两章的结果合

在一起，可以对本部分的中心问题给出部分回答。这些结果表明：在合理的较

弱条件下，存在反馈控制器能对付系统（本质上）有限的内部不确定性，从而有

助于我们对整个反馈机制的能力有更进一步的理解。
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图 9.1: 算法9.1.1的仿真

0 20 40 60
−40

−20

0

20

40
output seq

0 20 40 60
−3

−2

−1

0

1

2

3
noise seq

0 20 40 60
−100

−50

0

50

100

150
control seq

0 20 40 60
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
weights

图 9.2: 算法9.1.2的仿真



第九章 其它几种算法及分析 159

0 20 40 60
−400

−200

0

200

400

600

800
output seq

0 20 40 60
−3

−2

−1

0

1

2

3
noise seq

0 20 40 60
−1000

−500

0

500

1000

1500
control seq

0 20 40 60
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
pseudo−parameter seq

图 9.3: 算法9.1.3的仿真



第四部分

不确定复杂系统自适应控制与同步问题
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本章将简单介绍一些复杂系统自适应控制问题的背景，并提出一个简单而

不失本质的关于这类问题的框架。后面两章将基于本章的理论框架，研究两个

具体的问题。

10.1 背背背景景景介介介绍绍绍

正如文[127]中所说，复杂系统的主要特征表现在如下几方面：动力学模型

的不确定性；测量信息的粗糙性和不完整性；动态行为或扰动的随机性；离散

层次和连续层次的混杂性；系统动力学的高度非线性；状态变量的高维性和分

布性；各子系统间的强耦合性。复杂系统控制在规模上、复杂性及灵活性上将

大大突破传统的自动控制在概念和方法上的局限性。它要求控制系统对被控对

象的动力学模型要有“学习”和“识别”能力，对环境和扰动的变化要有“适应”

和“稳健”能力等等。可以认为，研究智能化程度越来越高的控制方法以处理日

益复杂的实际动力系统是控制理论的发展趋势。

复杂系统具有广泛的应用前景，因此已成为近年来研究的热点，吸引了很

多不同领域的研究者（如[6, 12, 28, 36, 38, 51, 52, 56, 76, 85, 86, 90, 96, 108,

123, 129, 132, 134]）。尽管关于复杂系统和复杂性还没有能够为所有人普遍接受

的精确定义(参看[123, 129, 132, 134, 135])，但多数研究者都认同复杂系统有很

多组成部分，且“整体≠部分之和” (“The whole is more than the mere sum of

parts”)，以及具有非线性性、多层次性、不确定性等复杂特性[137]，这些复杂性

特征从一定意义上可以归结为结构复杂性和信息的不确定性。关于复杂系统的

控制，由于系统所具有的复杂特性，近年来逐渐成为非常有挑战性的研究课题。

特别是复杂系统的自适应控制问题，目前还只有相对较少的研究(如[32, 110])。

在过去的数十年中，自适应控制得到了长足的发展(参看[11, 21, 37, 49, 54,

64, 65]等文献)，并且有了很多方面的应用。然而，传统的自适应控制还只考虑

集中式控制策略，即控制器的设计需要用到系统中所有的信息。随着科学技术

的发展，出现了越来越多的复杂系统，它们导致了对复杂系统控制理论的需求。

特别地，很多复杂控制系统具有各种不确定性，在实际中可以找到很多这样的

例子。
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比如，我们考虑一个简单的例子：在一个交通拥挤的公路上，行驶着很多

汽车。这些汽车的司机必须对他们的汽车施加控制，来保证汽车正常平稳的行

驶，同时他们必须设法来避免可能的碰撞或追尾。在这个系统中，对每一个汽

车而言，在某种意义上它可视为一个典型的控制对象，其内部有着各种各样的

参数（比如速度、发动机功率、换档等）及运转规律，驾驶它的司机则通过施加

控制来影响汽车的行为；但另一方面，汽车与汽车之间能够相互影响，但通常并

不是任意汽车之间都有直接的影响，因此这种影响一般是局部的，由于相互影

响的存在，每个汽车司机必须设法去估计附近汽车的速度或“威胁程度”，然后

利用估计的结果来对自己驾驶的汽车施加控制，使得它按照一定的路径方向行

驶（不同的汽车通常有不同的路径方向）。我们可以看出，这个简单的例子并不

是一个传统的自适应控制问题，因为显然我们不可能有一个集中的决策者为所

有的汽车设计控制律，事实恰恰相反，每个汽车司机必须根据自己所驾驶汽车

的所有历史信息和局部范围内观察到的其它汽车的信息，来设计自己所驾驶汽

车的控制律。

类似的例子还可以找到很多，比如同一市场中有竞争关系的若干公司、股

票市场中的股民、资源供应网络的各个节点、通过很多计算机工作站控制的大

型工控系统等等。

从上面所述的背景，有理由发展关于复杂系统自适应控制的理论，以解决

实践中越来越多的复杂系统的控制问题。为理论研究方便，本章将给出研究此

类问题的一个较一般的数学框架。后面的两章将在此框架下，研究两个典型的

具体问题。

10.2 一一一个个个较较较一一一般般般的的的框框框架架架

因此，对这一类问题，我们可给出如下简单但不失本质的理论框架:

1. 整个系统包含有若干个体，每个个体的演化可通过相应的动力学方程（一

般可称为状态方程）给出，各个体不必具有完全相同或类似的结构与参

数；

2. 各个动力学方程通常相互耦合，即每个个体的演化可受到其它个体的影

响，这种影响一般是局部的，影响的程度可用一些参数（可称为影响强度）

来刻画；
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3. 同时假定如下条件（简称“信息限制”）:

(a) 每个个体完全了解自己的内部结构与参数，但并不了解其他个体的

内部结构与参数；

(b) 每个个体并不知道其它个体对自己的影响有多大，即不知道相应的

影响强度；

(c) 但每个个体除了知道自己的状态外，也知道与它有相互作用的其它

个体的状态；

以上假设条件中，有的可以减弱或去掉，比如(a)中还可以考虑每个个体不

完全了解自己的情形，即允许有部分未知的参数或结构。当然假设条件越

弱，问题的难度越大。

4. 每个个体可利用它知道的信息设法估计其它个体对自己的影响，还可利用

这些信息对自己施加局部控制来改变自己的状态，进而改变对其他个体的

影响，从而实现整个系统的某一全局目标，比如尽可能达到所有个体间的

协调一致(“同步”)，或者使整个系统稳定等等。

在以上框架中，我们注意到每个个体可以而且需要发挥自己的“主观能动

性”，充分利用它所能获得的各种局部信息来进行学习估计并进而设计反馈律，

达到对付系统不确定性并实现其局部目标的目的。因此，我们把该框架内的每

个个体称为“主体”(agent)，以区别于以往网络动力学方面多数已有的研究，这

里的每个个体的动力学模式不再是一成不变的和被硬性规定的；甚至于不同的

个体也可以有不同的内部动力学或不同的学习与控制算法。由于每个个体有着

自适应学习(估计)和控制的过程，一般来说，整个系统的演化将比较复杂，其整

体行为绝非显而易见的，这也是我们命名这一框架的原因。

值得一提的是，这一框架也不同于John Holland[51]提出的“复杂适应系

统” (Complex Adaptive Systems) 理论中基于多主体的建模与仿真方法(Multi-

agent-based Modeling and Simulations)，因为我们并不采用基于规则的产生式

系统(Rule-based generation systems) 来进行仿真并从仿真中来观察系统可能有

的规律。与之相反，我们可以植根于传统自适应估计与控制、自适应信号处理

等领域积累的大量研究，结合系统的结构特点，为进一步从理论上深入探讨整

个系统的性质提供了可能。因此，本部分的研究将作为一个尝试，在一定意义

上沟通已有的“简单适应系统” (传统自适应控制) 和“复杂适应系统”。
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10.3 以以以上上上框框框架架架下下下可可可研研研究究究的的的问问问题题题

在前面的框架下，可以看到有很多问题需要研究。首先，传统的单系统框架

内自适应控制的各种问题都可以放在前述复杂系统的框架下来研究，因此，根

据所考虑子系统的结构特点和控制器设计方案等方面的不同，相应地在复杂系

统情形有信息局限及耦合作用时，可以考虑类似单系统情形的各种问题；其次，

在复杂系统情形，存在很多不同于单系统的地方，比如可以考虑个体局部目标

与系统整体目标的关系问题、个体间如何协调与通讯、相互耦合的方式与效果、

相互作用范围由什么方式给定、相互作用网络拓扑的影响等等，这些方面可能

带来分析上新的困难，但值得研究以加深对复杂系统控制的理解与认识。由此

可见，前述复杂系统自适应控制的框架下有很多具体问题可以研究，我们不再

列举它们。

在下面两章里，我们将在此框架下对两类离散时间多主体动力学模型分别

研究自适应同步问题和自适应控制问题，这两类问题关注了不同的系统全局目

标：一个关注了整个系统的同步性，一个关注了整个系统的稳定性。这两章都基

于最小二乘算法来设计局部学习与控制算法，我们证明了在这样的算法下，整

个系统能同时实现系统全局目标和个体局部目标。

10.4 本本本章章章小小小结结结

本章简单介绍了复杂系统自适应控制问题的背景并给出了该类问题的一般

框架，是后面两章研究的基础。接下来的两章将开始研究两类具体的系统，并

给出一些理论的结果。
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本章将在前一章的框架下，提出并研究一个离散时间多主体动力学模型的

自适应同步问题。在这一问题中，我们还将首次针对随机系统提出平均意义上

同步的概念。本章将证明：对于四种不同的局部跟踪目标，在关于噪声和通讯

限制的较弱条件下，系统中的各个主体基于最小二乘估计算法来设计局部控制

器时，在平均的意义下，它们能自组织地实现所有主体的同步这一全局目标。

11.1 背背背景景景介介介绍绍绍

前一章中，我们简单介绍了一下复杂系统自适应控制问题的背景，并给出

了一个研究此类问题的一般框架。在这一框架中，很自然地我们将关心如下问

题：

1. 在有相互作用及各种不确定性的情况下，每个主体能否通过施加局部控制

实现自己追求的局部目标？

2. 在所有主体试图实现其局部目标的过程中，整个系统能否完成一个全局的

要求或目标？

3. 各主体局部目标与整个系统全局目标会有什么样的关系？

在本章中，我们将在前一章的框架下，考虑一种特殊类型的自适应控制问

题，在此我们称之为自适应同步问题。为什么我们把同步问题作为研究的开始？

这主要是因为：从系统全局目标来看，在某种意义上，“同步”恐怕是一种最简

单和最常见的全局目标了，而且同步问题已经在很多不同的领域得到了广泛的

研究。

自然界中存在着很多同步现象，同步现象在某种意义上是自然界的一个基

本现象，比如惠更斯钟摆，青蛙齐鸣，萤火虫的同步发光，心肌细胞和大脑神经

网络的同步等等。人类社会中也存在着很多与同步相关的现象，比如剧场中观

众鼓掌频率的逐渐同步，语言涌现及其发展(谈话的同步)，人类遇到灾难时争

相逃生的行为，很多人同时通过大桥时产生的共振，英特网或通讯网络中数据

信息的拥塞，保密通讯中的同步，电力网络中的同步，组织管理的协调及高效运
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行(代理同步)等等。可以看出，有的同步是有益的，需要利用这些同步；而有的

同步是有害的，需要尽可能避免。

由于同步现象的广泛性与重要性，网络同步吸引了很多学者来研究，并且

已经有了很丰富的研究成果。对于网络同步问题，前人已经进行了非常多的研

究(如[5, 13, 15, 35, 46, 50, 70, 73, 74, 93, 103, 106, 107, 112, 120])。这些研究包

含着很多不同方面的内容，比如两个动力学系统的耦合同步、多个混沌振子的

同步、规则网络（完全连通网络）上的动力学同步、群体集体行为（鱼群聚集、

大雁的飞行等）、标度无关网络（scale-free network）和小世界网络（small-world

network）等复杂网络上简单动力系统的同步等等。

在复杂网络动力学同步研究方面已经有了丰硕的成果，但系统模型中引入

控制项，从而真正从控制论角度研究网络同步的并不多。而且纵观所有关于网

络同步的研究，我们可以注意到以下几点：

1. 在以前的研究中，每个子系统的动力学基本上都是确定性的，没有噪声的

干扰和不确知的参数；

2. 在以前的研究中，子系统间的耦合也没有任何不确定性，因此各子系统间

的耦合方式及强度是先验已知和固定不变的。

以上两点激发我们考虑本章的问题，我们称之为自适应同步问题。在本章的模

型中，每个子系统的动力学有着两种不确定性— 外部噪声干扰及未知的耦合强

度，它们的存在增加了这里研究的问题的困难，也正由于它们的存在，我们要

求每个子系统必须有一定的“智能” 来利用它能获得的各种信息进行学习和估

计，并进而对自己施加控制设法实现自己的目标。因此我们把每个子系统称为

一个“主体”，以区别于以前研究中静态、被动的个体。

作为一次初步的理论尝试，本章中将假设每个主体能通过最小二乘算法利

用它观测到的各种信息来估计它需要知道的参数（耦合强度），并基于此设计局

部自适应控制律。由于理论研究上的困难，本章中将假设主体间的邻居关系不

随时间变化，而更一般的时变情形则有待今后进一步研究。

11.2 问问问题题题描描描述述述

在前一章的框架下，为简单起见，我们考虑如下的离散时间网络动力学

模型。在该模型中，设有N个子系统，每个子系统代表一个个体，记xi(t)为个
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体i在时刻t的状态。我们假设个体间的相互影响呈线性关系。为叙述方便，我

们引入“邻居”的概念: 如果某个体j (j 6= i)对个体i有影响，就称个体j是个

体i的一个邻居。个体i的所有邻居记为Ni。在本章中为简单起见，我们只考

虑xi(t) ∈ R的情形，高维的情形请参考注11.4.6。

系统模型: 对i = 1, 2, · · · , N，设个体i的动力学方程为:

xi(t + 1) = fi(xi(t)) + ui(t) + γix̄i(t) + w(t + 1) (11.1)

其中，函数fi(·)刻画了个体i自身的内部结构，ui(t)为个体i对自己施加的局部控

制，γix̄i(t)体现了其它个体对个体i产生的影响，而{w(t)}则为系统中不可观测
的随机噪声干扰。这里，系数γi反映了影响的强度，而x̄i(t) 定义为影响个体i的

其它个体状态的某一加权平均，即

x̄i(t) =
∑

j∈Ni

gijxj(t), (11.2)

其中正常数{gij}满足 ∑
j∈Ni

gij = 1. (11.3)

根据前面所述的框架，个体i并不知道影响强度γi，但它可以利用历史信息

{xi(t), x̄i(t), ui(t − 1), xi(t − 1), x̄i(t − 1), ui(t − 2), · · · , xi(1), x̄i(1), ui(0)}
(11.4)

来设法估计影响强度γi，并进而设计局部控制ui(t)来试图实现自己的局部目标。

局部目标与控制器: 由于个体间相互通讯的限制，每个个体一般来说只能

追求某种局部目标。在本模型中，很自然地，我们假定每个个体要跟踪一个局

部信号{zi(t)}。这里待跟踪局部信号{zi(t)}可以是确定的信号序列，也可能是与
其它个体有关的某个随机信号序列。后文中将讨论{zi(t)}的不同情况。如果个
体知道了其它个体对自己的影响强度，那么为达到其局部目标，其最优的局部

控制应取为

ûi(t) = arg min
ui(t)

E[xi(t + 1) − zi(t)]
2, (11.5)

由(11.1)，显然有

ûi(t) = −fi(xi(t)) − γix̄i(t) + zi(t); (11.6)

在前文所述的框架下，个体i知道函数fi(·)，并不知道γi, 因此根据必然等价原

则，其自适应控制律可取为

ui(t) = −fi(xi(t)) − γ̂i(t)x̄i(t) + zi(t). (11.7)
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后文的工作将基于此控制律。至于如何估计γ̂i(t)，我们将在下一节讨论。

同步问题: 上面已经定义了每个个体的学习与控制算法，个体是根据局部

目标采用局部控制来演化的，那么自然要问: 整个系统能否实现某个全局的目

标？本章中，我们关心如下的问题: 所有的个体能否自组织地达到某种意义上

的“同步”？“同步”直观的可理解为对任意个体i和j (i 6= j), eij(t)
∆
= xi(t)−xj(t)

渐近地接近于0或者其大小渐近地达到极小。由于系统中存在随机噪声，一般来

说不能要求 lim
t→∞

eij(t) = 0, 因此有必要引入如下平均意义下的渐近同步:

定义 11.1. 如果

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

|eij(t)| = 0, ∀i 6= j (11.8)

则称系统实现了渐近平均同步。

定义 11.2. 如果

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

eij(t) = 0, ∀i 6= j (11.9)

则称系统实现了弱渐近平均同步。

定义 11.3. 如果

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

|eij(t)|p = 0, ∀i 6= j (11.10)

则称系统实现了渐近p次平均同步。特别地，p = 2时称系统实现了渐近平方平

均同步。

注11.2.1.

容易证明，上面定义的几种“同步”有如下蕴含关系: 渐近p次平均同步(p >

2)=⇒ 渐近平方平均同步=⇒ 渐近平均同步=⇒ 弱渐近平均同步。

关于待跟踪局部信号{zi(t)}，下面我们考虑如下几种情形:

(I) “全跟踪”: zi(t) = z∗(t)，这里z∗(t)为一列确定性的全局跟踪信号(不必有

界），满足|z∗(t)| = O(tδ)；

(II) “中心跟踪”: zi(t) = z̄(t), 这里z̄(t) = 1
N

(x1(t) + x2(t) + · · · + xN(t)) 表示

所有个体的“中心”；
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(III) “松跟踪”: zi(t) = λx̄i(t)，其中常数|λ| < 1；

(IV) “紧跟踪”: zi(t) = x̄i(t)。

前两种情形意味着每个个体都跟踪一个共同的信号序列，情形(I)中该序列与

每个个体的状态均无关，而情形(II)中该序列代表所有个体的中心状态。这两

种情形的实际意义相当于在所有个体的上层，有一个共同的“领导”，它能与

每个个体通讯并传达命令，但下层的所有个体之间只有有限的通讯能力。情

形(III)和(IV)则相当于“没有领导”的情况下，每个个体试图跟踪其邻居的平均

状态x̄i(t)，两种情形的区别仅在于跟踪的紧密程度。后文将对以上情形下的自

适应同步问题分别研究。

11.3 局局局部部部LS估估估计计计算算算法法法及及及控控控制制制律律律设设设计计计

估计算法: 在本章中，为估计影响强度，每个个体均采用常用的最小二

乘(LS)算法。具体来说，设γ̂i(t)表示个体i在时刻t对影响强度γi的估计值，令

yi(t) = xi(t) − fi(xi(t − 1)) − ui(t − 1),

ηi(t) = xi(t) − fi(xi(t − 1)) − ui(t − 1) − w(t),
(11.11)

并记

Yi(t) = (yi(1), yi(2), · · · , yi(t))
τ ,

X̄i(t) = (x̄i(1), x̄i(2), · · · , x̄i(t))
τ ,

Wi(t) = (wi(1), wi(2), · · · , wi(t))
τ ,

(11.12)

则有Yi(t) = γiX̄i(t) + Wi(t)，自然地可定义

γ̂i(t) = arg min
γ

||Yi(t) − γX̄i(t)||, (11.13)

这里（以及下文中）|| · ||代表欧氏范数，即||v|| =
√

vτv。易求得

γ̂i(t) = [X̄τ
i (t)X̄i(t)]

+[X̄τ
i (t)Yi(t)], (11.14)

其中(·)+表示Penrose广义逆。特别地，若X̄τ
i (t)X̄i(t) =

∑t
k=1 x̄2

i (k)可逆（此处即

非零），则

γ̂i(t) = [
t∑

k=1

x̄2
i (k)]−1[

t∑
k=1

x̄i(k)yi(k)]. (11.15)
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定义

p̄i(t + 1) = [
t∑

k=1

x̄2
i (k)]−1,

v̄i(t) = x̄τ
i (t)p̄i(t)x̄i(t) = p̄i(t)x̄

2
i (t),

āi(t) = [1 + x̄τ
i (t)p̄i(t)x̄i(t)]

−1 = [1 + v̄i(t)]
−1,

(11.16)

可将上述式子改写为递推算法

p̄i(t + 1) = p̄i(t) − āi(t)p̄i(t)x̄i(t)x̄
τ
i (t)p̄i(t),

γ̂i(t + 1) = γ̂i(t) + āi(t)p̄i(t)x̄i(t)[yi(t + 1) − γi(t)x̄i(t)].
(11.17)

对上述算法可任取初值γ̂i(0)和0 < p̄i(0) < 1
e
，这样可保证

p̄−1
i (t + 1) =

t∑
k=1

x̄2
i (k) + p̄−1

i (0) ≥ p̄−1
i (0) > e. (11.18)

11.4 主主主要要要结结结果果果

我们将证明，以上情形中，在适当的噪声条件下（噪声不必有界），所有的

个体通过本章所给出的自适应算法，在时间平均的意义下，能够渐近地实现同

步。这些结果表明，在系统存在噪声干扰以及个体间存在“信息限制”时，各个

个体能够通过自适应的学习算法，利用局部反馈设计控制，在追求个体局部目

标实现的同时，所有个体能够自组织的实现“同步”的全局目标。

首先我们需要引入对噪声的假设:

假设A1: {w(t),Ft}为鞅差序列（其中{Ft}为一非降的子σ代数序列），具有

条件方差

E[|w(t + 1)|2|Ft] = σ2 > 0 a.s. (11.19)

且存在β > 2使

sup
t

E[|w(t + 1)|β|Ft] < ∞ a.s. (11.20)

注11.4.1.

假设A1自然地包含了有界的噪声，它还允许无界的噪声（比如高斯白噪声）。在

本章中为方便起见，如果未加说明，本章所有的结论都是“几乎处处”(a.s.)意义

上的。

注11.4.2.

在本章中，我们假定所有的个体受到同样的环境噪声干扰，这一假设对于同步
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问题较为自然。当然我们也可以考虑各个体分别受到不同噪声干扰的情形，这

给分析并不带来任何实质性困难，但我们需要进一步修改下面将要给出的同步

概念。下一章考虑耦合ARMAX模型的自适应控制问题时，我们将对所有个体

考虑不同的噪声序列。

定理 11.1. 对情形(I)、(II)、(III)，设假设A1满足，则通过前文所述的局部自适

应学习与控制算法，(1) 所有个体能够渐近地正确估计其它个体对自己的影响

强度，即

lim
t→∞

γ̂i(t) = γi; (11.21)

(2) 整个系统(11.1)能够实现渐近平均同步，即

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

|eij(t)| = 0, ∀i 6= j; (11.22)

(3) 整个系统(11.1)能够实现渐近平方平均同步，即

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

|eij(t)|2 = 0, ∀i 6= j. (11.23)

注11.4.3.

在定理11.1中，不需要对刻画通讯限制的矩阵G = (gij)加任何条件。从而情

形(I)、(II)说明：即便在所有个体的通讯网络不连通的情况下，由于所有的个体

受一个共同的“领导”指挥，这样虽然各个个体的动态行为不同，但全部个体仍

能实现渐近意义下的同步。情形(III)说明：在每个个体都跟踪一个局部目标时，

看似不够“紧密”的“松”跟踪方式（不完全向邻居的某个平均靠齐），反而能够

在任意（固定）通讯限制下，实现所有个体渐近意义下的同步。

对于“紧跟踪”情形，我们还需要对刻画通讯限制的矩阵G = (gij)作如下假

设：

假设A2: 矩阵G = (gij)为非负不可约本原矩阵。（我们约定：若j 6∈ Ni，则

令gij = 0。）

注11.4.4.

假设A2排除了G为可约矩阵的情形。这个假设意味着G对应的图是连通的，这

样才使得所有个体在情形(IV)能够实现同步。矩阵G的本原性排除了G为循环矩

阵的情形；由于循环矩阵对应于周期性的Markov链，因此在情形(IV)为实现同

步，也应该避免循环矩阵的情形。
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定理 11.2. 对情形(IV)，设假设A1满足，并假设矩阵G = (gij)满足假设A2，则

通过前文所述的局部自适应学习与控制算法，如下结论成立：

(1) 所有个体能够渐近地正确估计其它个体对自己的影响强度，即

lim
t→∞

γ̂i(t) = γi; (11.24)

(2) 整个系统(11.1)能够实现渐近平均同步，即

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

|eij(t)| = 0, ∀i 6= j; (11.25)

(3) 整个系统(11.1)能够实现渐近平方平均同步，即

lim
T→∞

1
T

T∑
t=1

|eij(t)|2 = 0, ∀i 6= j. (11.26)

注11.4.5.

为简单起见，我们不再具体给出关于收敛速度的理论结果，可以从后文的具体

证明过程中或用本章给出的证明方法给出关于收敛速度的估计。

注11.4.6.

本章中的结果和证明可进一步推广到高维情形，即xi(t) ∈ Rn，相应地每个

常数gij应替换为一个非负常矩阵Gij，同时保证G = (Gij)仍为随机矩阵（行和

为1），并且前面的LS估计算法要作相应的修改。注意：影响强度γi仍然限制为一

个常数。为节省篇幅，我们不再重复具体的细节。

11.5 定定定理理理证证证明明明

为方便起见，对i = 1, 2, · · · , N ,引入如下记号:

r̄i(t) = 1 +
t∑

k=1

x̄2
i (k),

γ̃i(t) = γi − γ̂i(t).

(11.27)

注意到(11.18)，显然有r̄i(t) = p̄−1
i (t + 1) + c0, 常数c0由初值p̄−1

i (0)决定。

11.5.1 一一一些些些引引引理理理

为给出定理的证明，我们需要如下一些引理:
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引理 11.3. 在假设条件A1下，最小二乘估计算法(11.17)以概率1具有如下性质:

(1)

γ̃τ
i (t + 1)p̄−1

i (t + 1)γ̃i(t + 1) + (1 + o(1))
t∑

k=1

āi(k)[γ̃i(k)x̄2
i (k)]2

= σ2
t∑

k=1

āi(k)x̄τ
i (k)p̄i(k)x̄i(k) + o(log r̄i(t)) + O(1);

(11.28)

(2)

γ̃τ
i (t + 1)p̄−1

i (t + 1)γ̃i(t + 1) = O(log r̄i(t)); (11.29)

(3)

t∑
k=1

āi(k)[γ̃i(k)x̄i(k)]2 =
t∑

k=1

[γ̃i(k)x̄i(k)]2

1+x̄τ
i (k)p̄i(k)x̄i(k)

= O(log r̄i(t)); (11.30)

(4)若t → ∞时
x̄τ

i (t)p̄i(t)x̄i(t) → 0, p̄−1
i (t) → ∞, (11.31)

则

γ̃τ
i (t + 1)p̄−1

i (t + 1)γ̃i(t + 1) +
t∑

k=1

[γ̃i(k)x̄i(k)]2 ∼ σ2 log r̄i(t). (11.32)

令

Ft = σ{w(0), w(1), · · · , w(t)}, (11.33)

注意到(11.1),(11.7)以及(11.17)，显然有xi(t), x̄i(t) ∈ Ft。因此最小二乘算法

基本性质（参看[41]书中6.3节）成立，该引理是其特殊情况（一维情形）。其

中(11.28)对应于[41]中定理6.3.1, 而(11.29)–(11.31) 分别对应于[41]中推论6.3.1,

6.3.2 和6.3.3。 2

由(11.29)立即可得

推论 11.4. 每个主体对影响强度γi的估计值γ̂i(t)收敛于真值γi，且收敛速度有如

下估计

|γ̃i(t)| = O(
√

log r̄i(t)
r̄i(t)

). (11.34)

引理 11.5. (鞅估计定理) 设{wn+1,Fn}为一个鞅差序列，{fn,Fn} 为一个适应
序列。令sn = (

∑n
i=1 f 2

i )
1
2 . 若sup

n
E[|wn+1|α|Fn] < ∞, a.s. 其中常数α > 2, 则对

任意δ > 1
2
有

n∑
i=1

fiwi+1 = O(sn(log sn)δ), a.s.
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证明：参看[21]。 2

引理 11.6. 在假设条件A1下，对i = 1, 2, · · · , N，当t → ∞时，有
t∑

k=1

[xi(k)]2 → ∞, r̄i(t) → ∞, p̄−1
i (t) → ∞. (11.35)

证明：将(11.7)代入(11.1)，得闭环系统

xi(t + 1) = −γ̂i(t)x̄i(t) + zi(t) + γix̄i(t) + w(t + 1) = zi(t) + γ̃i(t)x̄i(t) + w(t + 1).

(11.36)

记gi(t) = zi(t) + γ̃i(t)x̄i(t)，显然有gi(t) ∈ Ft。从而

t∑
k=1

[xi(k + 1)]2 =
t∑

k=1

[gi(k) + w(k + 1)]2

=
t∑

k=1

[gi(k)]2 +
t∑

k=1

[w(k + 1)]2 + 2
t∑

k=1

gi(k)w(k + 1).

(11.37)

由假设A1和鞅估计定理，对充分大的t > 1有

|2
t∑

k=1

gi(k)w(k + 1)| = O(

(
t∑

k=1

[gi(k)]2
) 1

2

log

(
t∑

k=1

[gi(k)]2 + e

)
). (11.38)

若
∞∑

k=1

[gi(k)]2 = ∞，则t充分大时

|2
t∑

k=1

gi(k)w(k + 1)| ≤ 1
2

t∑
k=1

[gi(k)]2; (11.39)

否则，必有k → ∞时|gi(k)| → 0，于是t充分大时

|2
t∑

k=1

gi(k)w(k + 1)| ≤ 1
2

t∑
k=1

[w(k + 1)]2. (11.40)

从而不管哪种情况，都有

t∑
k=1

[xi(k + 1)]2 ≥ 1
2

t∑
k=1

{[gi(k)]2 + [w(k + 1)]2} → ∞. (11.41)

故由i的任意性，引理中第一个结论成立。

根据x̄i(t)的定义式(11.2), 显然也有t → ∞时
t∑

k=1

[x̄i(k)]2 → ∞, (11.42)
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从而

r̄i(t) → ∞, p̄−1
i (t) → ∞. (11.43)

证毕。 2

引理 11.7. (1)设单增非负序列{St}和非负序列{Dt}满足t → ∞时St+1 = O(St +

Dt)，Dt+1 = O(Dt)。则当t → ∞时

| log(St + Dt)| = O(t), (11.44)

且

0 ≤ lim sup
t→∞

log(St+Dt)
t

≤ log lim sup
t→∞

St+1+Dt+1

St+Dt
; (11.45)

特别地，若t → ∞时St+1 ∼ St,Dt+1 ∼ Dt, 则有

log(St + Dt) = o(t), log(St+Dt)
t

= O(∆t) = o(1), (11.46)

其中Xt+1 = St+1 − St, dt+1 = Dt+1 − Dt,以及

∆t = 1
t

t∑
k=1

Xk+dk

Sk−1+Dk−1
. (11.47)

(2)设非负序列{Xt}和非负序列{dt}满足t → ∞时Xt+1 = O(max(Xt, dt))。

记

St =
t∑

k=1

|Xk|, Dt =
t∑

k=1

dk. (11.48)

若t → ∞时St → ∞，则有

St+1 = O(St + Dt), (11.49)

且大“O”常数满足

lim sup
t→∞

St+1

St+Dt
≤ lim sup

t→∞

Xt+1

Xt+dt
; (11.50)

若进一步有t → ∞时dt+1 = O(dt)，则

Dt+1 = O(Dt), St+1 + Dt+1 = O(St + Dt), (11.51)

且

lim sup
t→∞

St+1+Dt+1

St+Dt
≤ lim sup

t→∞

Xt+1+dt+1

Xt+dt
. (11.52)
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证明: (1)由条件可知St+1 + Dt+1 = O(St + Dt) + O(Dt) = O(St + Dt)成立。

记

µt+1 = St+1+Dt+1

St+Dt
, µ = lim sup

t→∞
µt, (11.53)

则对任意小的ε > 0，存在整数m > 0使得k > m时µk < µ + ε，从而

St + Dt = (S0 + D0)µ1µ2 · · ·µt < (S0 + D0)µ1µ2 · · ·µm(µ + ε)t−m = Cε(µ + ε)t

(11.54)

于是

lim sup
t→∞

log(St+Dt)
t

≤ lim sup
t→∞

log Cε+t log(µ+ε)
t

= log(µ + ε). (11.55)

从而当t → ∞时，显然有| log(St + Dt)| = O(t)。再由ε的任意性，有

lim sup
t→∞

log(St+Dt)
t

≤ log µ = log lim sup
t→∞

µt = log lim sup
t→∞

St+1+Dt+1

St+Dt
, (11.56)

前半部分得证。

若t → ∞时St+1 ∼ St,Dt+1 ∼ Dt, 则显然有µ = 1，于是t → ∞时

lim
t→∞

log(St+Dt)
t

= log 1 = 0; (11.57)

然后记

δt+1 = Xt+1+dt+1

St+Dt
, (11.58)

显然t → ∞时δt → 0, 且注意到

log St+1+Dt+1

St+Dt
= log(1 + δt+1) = δt+1 + o(δt+1), (11.59)

易知
log(St+Dt)

t
= O(1

t

t∑
k=1

δk) = O(∆t+1) = o(1), (11.60)

(2)记

νt+1 = Xt+1

Xt+dt
, ν = lim sup

t→∞
νt, (11.61)

于是

St+1 = S1 +
t∑

k=1

Xk+1 = S1 +
t∑

k=1

νk+1(Xk + dk). (11.62)

由条件知νt+1 = O(1),故显然有

St+1 = O(1) + O(
t∑

k=1

Xk +
t∑

k=1

dk) = O(St + Dt). (11.63)
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且对任意小的ε > 0，存在整数m > 0使得k > m时νk < ν + ε，从而

St+1 = S1 +
t∑

k=1

νk+1(Xk + dk)

≤ (S1 + · · · + Sm) + (ν + ε)
t∑

k=m

(Xk + dk)

≤ Cε + (ν + ε)(St + Dt),

(11.64)

且由条件t → ∞时St → ∞，得

lim sup
t→∞

St+1

St+Dt
≤ ν + ε. (11.65)

根据ε的任意性，有

lim sup
t→∞

St+1

St+Dt
≤ ν = lim sup

t→∞

Xt+1

Xt+dt
. (11.66)

类似可证后半部分结论。 2

引理 11.8. 考虑迭代系统

Xt+1 = AtXt + Wt, (11.67)

其中||Wt|| = O(tδ)，δ为任意非负常数，且t → ∞时At → A。设ρ为A的谱半径，

即ρ = max{|λ(A)|}。记St = 1 +
t∑

k=1

||Xk||2。则对任意ε > 0，有

||Xt|| = o(tδ(ρ + ε)t) + O(tδ),

St = o(t2δ+1(ρ + ε)2t) + O(t2δ+1).
(11.68)

从而有(1)若ρ ∈ [0, 1)，则t → ∞时

log St

t
= O( log t

t
) = o(1); (11.69)

(2)若ρ = 1，则t → ∞时
log St

t
= o(1); (11.70)

(3)若ρ > 1，则t → ∞时
log St

t
= O(1). (11.71)
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证明: 由于ρ为A的谱半径，故对任意的ε > 0，存在某矩阵范数|| · ||p使
得||A||p < ρ + ε

2
；因为t → ∞时At → A，故有||At||p → ||A||p，因而t充分大时，

||At||p < ||A||p + ε
2

< ρ + ε, (11.72)

根据矩阵范数间的等价性，||Wt||p = O(||Wt||) = O(tδ)，从而t充分大时，

||Xt+1||p ≤ ||At||p||Xt||p + ||Wt||p ≤ (ρ + ε)||Xt||p + Cpt
δ. (11.73)

迭代下去，

||Xt||p ≤ Cp

t−m∑
k=1

(ρ + ε)k−1(t − k)δ + (ρ + ε)t−m||Xm||p

≤ Cpt
δ

t−m∑
k=1

(ρ + ε)k−1 + (ρ + ε)t−m||Xm||p,
(11.74)

其中m为一个依赖于ε，p的常数。由上式易知

||Xt||p = O(tδ[(ρ + ε)t + O(1)]) + O((ρ + ε)t) = O(tδ(ρ + ε)t + tδ). (11.75)

由ε的任意性及矩阵范数间的等价性，有

||Xt|| = o(tδ(ρ + ε)t) + O(tδ). (11.76)

且由St的定义以及矩阵范数间的等价性，

St = O(
t∑

k=1

||Xt||2p)

= O(
t∑

k=1

[k2δ(ρ + ε)2k + k2δ])

= O(t2δ+1[(ρ + ε)2t + O(1)] + t2δ+1)

= O(t2δ+1(ρ + ε)2t + t2δ+1);

(11.77)

再由ε的任意性，可得

St = o(t2δ+1(ρ + ε)2t) + O(t2δ+1). (11.78)

(1)若ρ < 1,则对充分小的ε，有St = O(t2δ+1), 因此

log St

t
= O( (2δ+1) log t

t
) = o(1); (11.79)
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(2)若ρ = 1,则对任意的ε，

St = O(t2δ+1(1 + ε)2t), log St = O((2δ + 1) log t + 2t log(1 + ε)), (11.80)

当ε → 0时，有
log St

t
= O( (2δ+1) log t+o(2t)

t
) = o(1); (11.81)

(3)若ρ > 1,则

St = O(t2δ+1(ρ + ε)2t),

log St = O((2δ + 1) log t + 2t log(ρ + ε)) = O(2 log ρ · t),
(11.82)

显然有
log St

t
= O(log ρ). (11.83)

引理证毕。 2

注11.5.1.

引理11.8中的估计方法非常粗糙；若利用引理11.5，可得到更为精确的估计。

引理 11.9. 考虑迭代系统

Xt+1 = AtXt + Wt, (11.84)

其中t → ∞时At → A，且{Wt}满足:

t∑
k=1

||Wk||2 = o(t). (11.85)

若A的谱半径ρ < 1，则

t∑
k=1

||Xk|| = o(t),
t∑

k=1

||Xk||2 = o(t). (11.86)

证明: 可类似引理11.8得证。 2

引理 11.10. 设矩阵G为随机矩阵（即行和均为1的非负矩阵），则G有特征值1，

且G的谱半径为1.

证明：该引理是矩阵论[91]中Perron-Frobieniens定理的直接推论。 2
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引理 11.11. 在假设条件A1下，对于情形(I),(II),(III),(IV)，当t → ∞时，对i =

1, 2, · · · , N都有 log ri(t)
t

= o(1), a.s.。

证明: 将(11.7)代入(11.1),得闭环系统

xi(t + 1) = −γ̂i(t)x̄i(t) + zi(t) + γix̄i(t) + w(t + 1) = zi(t) + γ̃i(t)x̄i(t) + w(t + 1).

(11.87)

记

X(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xN(t))τ ,

Z(t) = (z1(t), z2(t), · · · , zN(t))τ ,

X̄(t) = (x̄1(t), x̄2(t), · · · , x̄N(t))τ ,

W (t + 1) = w(t + 1)1 = (w(t + 1), w(t + 1), · · · , w(t + 1))τ ,

Γ̃(t) = diag(γ̃1(t), γ̃2(t), · · · , γ̃N(t))τ ,

(11.88)

于是有

X(t + 1) = Z(t) + Γ̃(t)X̄(t) + W (t + 1). (11.89)

根据(11.2),有

X̄(t) = GX(t), (11.90)

其中矩阵G = (gij), 我们约定若j 6∈ Ni,则令gij = 0。进一步可得

X̄(t + 1) = GX(t + 1) = GZ(t) + GΓ̃(t)X̄(t) + W (t + 1). (11.91)

由推论11.4，t → ∞时γ̃(t) → 0，因而Γ̃(t) → 0。

由假设A1，可推知

|wt+1| = O(tδ), a.s. ∀δ ∈ ( 1
β
, 1

2
). (11.92)

事实上，根据假设A1，利用Markov不等式，有

∞∑
t=1

P (w2
t+1 ≥ t2δ|Ft) ≤

∞∑
t=1

E[|wt+1|β |Ft]
tβδ < ∞, a.s. (11.93)

再由Borel-Cantelli-Levy引理[24]，即得|wt+1| = O(tδ), a.s.

记S(t) = 1 +
t∑

k=1

||X̄(k)||2。下面分别考虑各个情形：
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(I)“全跟踪”情形：这时Z(t) = z∗(t)1，其中z∗(t) = O(tδ)为一列确定信号。

于是显然有

||GZ(t) + W (t + 1)|| = O(tδ). (11.94)

从而由引理11.8，得

||X̄(t)|| = O(tδ), log S(t)
t

= O( (2δ+1) log t
t

) = o(1); (11.95)

(II)“中心跟踪”情形：这时Z(t) = 1
N

ENX(t)，其中EN表示N阶全1矩阵。于

是

X(t + 1) = 1
N

ENX(t) + Γ̃(t)GX(t) + W (t + 1) = ( 1
N

EN + Γ̃(t)G)X(t) + W (t + 1).

(11.96)

注意到t → ∞时 1
N

EN + Γ̃(t)G → 1
N

EN，以及由引理11.10知 1
N

EN的谱半径为1，

联合引理11.8，得

||X(t)|| = O(tδ), ||X̄(t)|| = ||GX(t)|| = O(tδ),
log S(t)

t
= O( (2δ+1) log t

t
) = o(1);

(11.97)

(III)“松跟踪”情形：这时Z(t) = λX̄(t)，其中λ ∈ (0, 1)。于是

X̄(t + 1) = (λG + GΓ̃(t))X̄(t) + W (t + 1). (11.98)

由引理11.10知G的谱半径为1，又注意到t → ∞时λG + GΓ̃(t) → λG，再联合引

理11.8，得

||X̄(t)|| = O(tδ), log S(t)
t

= O( (2δ+1) log t
t

) = o(1); (11.99)

(IV)“紧跟踪”情形：这时Z(t) = X̄(t)，于是

X̄(t + 1) = (G + GΓ̃(t))X̄(t) + W (t + 1). (11.100)

由引理11.10，G的谱半径为1，又注意到t → ∞时G + GΓ̃(t) → G，从而再由引

理11.8，得

||Xt|| = o(tδ(1 + ε)t) + O(tδ), log S(t)
t

= o(1). (11.101)

综上，总有 log S(t)
t

= o(1)。由于|x̄i(t)| = O(||X̄(t)||)，根据r̄i(t)与S(t)的定义，

显然r̄i(t) = O(S(t))，从而当t → ∞时，对i = 1, 2, · · · , N都有

log r̄i(t)
t

= o(1). (11.102)

2
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引理 11.12. 在假设条件A1下，对于情形(I)，(II)，(III)和(IV)，当t → ∞时，
对i = 1, 2, · · · , N都有：对任意整数m ≥ 1，0 ≤ d < m，

t∑
k=1

|γ̃i(mk − d)x̄i(mk − d)|2 = o(t),

|
t∑

k=1

γ̃i(mk − d)x̄i(mk − d)| ≤
t∑

k=1

|γ̃i(mk − d)x̄i(mk − d)| = o(t).
(11.103)

证明：由引理11.3中式(11.30),

t∑
k=1

āi(k)[γ̃i(k)x̄i(k)]2 = O(log r̄i(t)). (11.104)

注意到（可用引理11.7及引理11.8)

v̄i(k) = p̄i(k)x̄2
i (k) =

x̄2
i (k)

k−1∑
j=1

x̄2
i (j)

= O(1)
(11.105)

故有

t∑
k=1

[γ̃i(k)x̄i(k)]2 =
t∑

k=1

āi(k)[γ̃i(k)x̄i(k)]2 · [1 + v̄i(k)] = O(log r̄i(t)). (11.106)

再由引理11.11，即得
t∑

k=1

[γ̃i(k)x̄i(k)]2 = o(t). (11.107)

进而由Schwarz不等式，

t∑
k=1

|γ̃i(k)x̄i(k)| ≤
(

t∑
k=1

[γ̃i(k)x̄i(k)]2
) 1

2
(

t∑
k=1

12

) 1
2

= O(
√

t log r̄i(t)) = o(t).

(11.108)

这样m = 1时引理已得证。对m > 1，将t换为mt即得证。 2

引理 11.13. 设矩阵An×n秩为1，则A的全部特征值为trA, 0, · · · , 0, 其中0为n −
1重特征根。

证明：n = 1时显然，只需证n > 1时成立。由于矩阵A秩为1，必存在非零列

向量u, v使得A = uvτ。显然trA = tr(uvτ ) = tr(vτu) = vτu。注意到Au = uvτu =

u(vτu) = (vτu)u, 故vτu为A的一个特征值，且u为A一个特征向量。另外，显然

线性方程组Ax = 0有n − 1个线性无关的非零解，故0为n − 1重特征根。 2
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11.5.2 定定定理理理的的的证证证明明明

定理11.1的证明: 由(11.87)，有

xi(t + 1) − zi(t) − w(t + 1) = γ̃i(t)x̄i(t). (11.109)

任取常数α1, α2, · · · , αN使得
N∑

i=1

αi = 0, (11.110)

为方便起见，记

α = (α1, α2, · · · , αN)τ ,

X(t) = (x1(t), x2(t), · · · , xN(t))τ ,

Z(t) = (z1(t), z2(t), · · · , zN(t))τ ,

X̄(t) = (x̄1(t), x̄2(t), · · · , x̄N(t))τ ,

(11.111)

这时显然有

ατX(t + 1) − ατZ(t) =
N∑

i=1

αixi(t + 1) −
N∑

i=1

αizi(t) =
N∑

i=1

αi[γ̃i(t)x̄i(t)].

(11.112)

情形(I): 这时zi(t) = z∗(t)，故

ατZ(t) = (
N∑

i=1

αi)z
∗(t) = 0. (11.113)

对任意的i 6= j,不妨设i = 1, j = N , 取

α = (1, 0, · · · , 0,−1)τ , (11.114)

显然有

e1N(t + 1) = ατX(t + 1) = [γ̃1(t)x̄1(t)] − [γ̃N(t)x̄N(t)]. (11.115)

于是由引理11.12，

t∑
k=1

|e1N(k + 1)|2 = O(
t∑

k=1

[γ̃1(k)x̄1(k)]2) + O(
t∑

k=1

[γ̃N(k)x̄N(k)]2) = o(t),

(11.116)

类似地
t∑

k=1

|e1N(k + 1)| = o(t). (11.117)
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情形(II): 这时zi(t) = z̄(t)，证明同情形(I)。

情形(III): 这时zi(t) = λx̄i(t)，故Z(t) = λX̄(t) = λGX(t)。

注意到ατ1 = 0及G1 = 1，于是有

ατX(t + 1) − ατZ(t)

= ατX(t + 1) − λατGX(t)

= ατ [X(t + 1) − xj(t + 1)1] + xj(t + 1)ατ1 − λατG[X(t) − xj(t)1] − λxj(t)α
τG1

= ατ [X(t + 1) − xj(t + 1)1] − λατG[X(t) − xj(t)1]

=
∑
i6=j

αieij(t + 1) −
∑
i6=j

λβieij(t),

(11.118)

其中

β = (β1, β2, · · · , βN)τ = Gτα. (11.119)

为方便起见，记ei(t) = xi(t) − xN(t)，显然eij(t) = xi(t) − xj(t) = ei(t) − ej(t)。

将其代入(11.118)，并注意到

αj = −
∑
i 6=j

αi, βj = −
∑
i6=j

βi, (11.120)

得

N∑
i=1

αi[γ̃i(t)x̄i(t)]

= ατX(t + 1) − ατZ(t)

=
∑
i6=j

αiei(t + 1) −
∑
i 6=j

αiej(t + 1) −
∑
i6=j

λβiei(t) +
∑
i6=j

λβiei(t)

=
N∑

i=1

αiei(t + 1) −
N∑

i=1

λβiej(t).

(11.121)

为方便起见，记ei = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)τ ,其中第i个元素为1，其他元素均

为0。对i = 1, 2, · · · , N −1，取α = α(i) = ei−eN ,相应的β = β(i) = Gτ (ei−eN),

从而得

ei(t + 1) = λ[β(i)]τE(t) + [γ̃i(t)x̄i(t)] − [γ̃N(t)x̄N(t)], (11.122)

其中E(t) = (e1(t), e2(t), · · · , eN−1(t), 0)τ。

将上式改写成矩阵形式，得

E(t + 1) = λHE(t) + ξ(t), (11.123)
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其中

ξ(t) = [η(t) − ηN(t)1],

η(t) = (η1(t), η2(t), · · · , ηN(t))τ , ηi(t) = γ̃i(t)x̄i(t),

H = (hij)N×N , hij = gij − gNj.

(11.124)

由引理11.12，知
t∑

k=1

||η(k)||2 = o(t), (11.125)

从而
t∑

k=1

||ξ(k)||2 = o(t). (11.126)

下证H的谱半径ρ(H) ≤ 1,从而λH的谱半径ρ(λH) ≤ λ < 1。

事实上易知H = G − GN，其中

GN = (gN , gN , · · · , gN)τ = 1gτ
N ,

gN = (gN1, gN2, · · · , gNN)τ .
(11.127)

由GN的特点，可以求得GN的全部特征值为{1, 0, · · · , 0}。另外由引理11.10，λmax(G) =

1。因此任取向量v，使得||v||2 = vτv = 1，则有

|vτHv| = |vτGv − vτGNv|
≤ max(λmax(G)||v||2 − λmin(GN)||v||2, λmax(GN)||v||2 − λmin(G)||v||2)
≤ max(||v||2, λmax(GN)||v||2)
= 1,

(11.128)

故有H的谱半径必不超过1。

最后由(11.123)，利用引理11.9，立即可得

t∑
k=1

||E(k)|| = o(t),
t∑

k=1

||E(k)||2 = o(t). (11.129)

这就证明了t → ∞时，对i = 1, 2, · · · , N − 1都有

1
t

t∑
k=1

|ei(k)| → 0, 1
t

t∑
k=1

[ei(k)]2 → 0. (11.130)

2

定理11.2的证明: 该定理证明类似定理11.1。
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情形(IV): 这时zi(t) = x̄i(t)。该情形非常类似情形(III)，只需把λ换成1。如

果能证明H的谱半径ρ(H) < 1, 则仍可利用引理11.9，从而可得到完全相同的

结论。在定理11.1中，已经证明了H的谱半径不超过1，即ρ(H) ≤ 1。下证在定

理11.2的条件下，必有H的谱半径严格小于1，即ρ(H) < 1。

考虑如下线性系统

ζ(t + 1) = Gζ(t), ζ(0) = ζ0. (11.131)

注意到G 为一个随机矩阵, 由假设A2 和马氏链的知识, 我们有

lim
t→∞

Gt = 1πτ , (11.132)

其中π 是具有转移概率阵G的有限状态马氏链唯一的平稳概率分布。因此

ζ(t) = Gtζ0 → 1πτζ0 = (πτζ0)1, (11.133)

这意味着ζ(t)的所有元素收敛于同一个常数πτζ0。令ζ(t) = (ζ1(t), ζ2(t), · · · , ζN(t))τ

并令ν(t) = (ν1(t), ν2(t), · · · , νN−1(t), 0)τ , 其中对i = 1, 2, · · · , N，定义νi(t) =

ζi(t) − ζN(t) 。则我们可看到

ν(t + 1) = (G − GN)ν(t) = Hν(t), (11.134)

而且对任意初始值νi(0) ∈ R （i = 1, 2, · · · , N − 1）, 都有 lim
t→∞

ν(t) = 0 。显

然ν(t) = H tν(0), 而且矩阵H t的第N行全为0（这是因为H的第N行全为0）。因

此H t可如下分块

H t ∆
=

(
H0(t) ∗

0 0

)
, (11.135)

其中H0(t) 是一个(N − 1) × (N − 1) 矩阵。于是对i = 1, 2, · · · , N − 1, 分别

取ν(0) = ei 再由 lim
t→∞

ν(t) = 0，易得t → ∞时H0(t)的第i列趋于一个零向量。所

以我们有

lim
t→∞

H0(t) = 0, (11.136)

相应地H0(t) 的每个特征值也趋于0。由(11.135) 可知, 除了零特征值外，H t 的

其它特征值与H0(t)的非零特征值完全相同，因此我们可得

lim
t→∞

ρ(H t) = 0, (11.137)

这也就蕴含着

ρ(H) < 1. (11.138)

从而定理11.2 得证。 2
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11.6 仿仿仿真真真例例例子子子

大量的仿真例子验证了我们前面给出的学习算法的有效性，并验证了我们

前面给出的理论结果。本节我们将通过一些仿真结果以给出直观展示。

仿真设置: 所有的仿真使用同样的设置，我们取主体的个数N = 5，时间步

数T = 40，噪声序列{wt}取为标准高斯白噪声N(0; 1)，矩阵G 为随机生成的随

机矩阵，影响强度γi从区间[0, 1]中随机选取。在每个图中，给出了6个子图，分别

表示系统状态xi(t), 控制信号ui(t), 噪声序列w(t), 影响强度γi 的估计值γ̂i(t), 同

步误差{ei(t)}的累积一次平均值m
(1)
i (t) 和累积二次平均值m

(2)
i (t) 的变化曲线。

这里

ei(t)
∆
= xi(t) − x1(t),

m
(1)
i (t)

∆
= 1

t

t∑
k=1

|ei(k)|,

m
(2)
i (t)

∆
= 1

t

t∑
k=1

|ei(k)|2.

(11.139)

情形(I)—“确定性跟踪”: zi(t) = z∗(t)。这里我们取z∗(t) = 10 sin t
3
。图11.1显

示了该情形下的一个仿真例子。

情形(II)—“中心跟踪”: zi(t) = z̄(t)。图11.2显示了该情形下的一个仿真例

子。

情形(III)—“松跟踪”: zi(t) = λx̄i(t)。这里我们取λ = 0.7。图11.3显示了该

情形下的一个仿真例子。

情形(IV)—“紧跟踪”: zi(t) = x̄i(t)。图11.4显示了该情形下的一个仿真例

子。
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图 11.1: 确定性跟踪情形

图 11.2: 中心跟踪情形
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图 11.3: 松跟踪情形

图 11.4: 紧跟踪情形



190 几类离散时间控制系统中反馈机制对付不确定性的能力与局限

11.7 本本本章章章小小小结结结

本章在前一章的框架下，提出并研究了一个离散时间多主体动力学模型的

自适应同步问题。证明了对于四种不同的局部跟踪目标，在关于噪声和通讯限

制的较弱条件下，系统中的各个主体能通过学习估计算法来设计局部控制器，

最终整个系统实现平均意义上的同步这个全局目标。这就在一定意义上说明主

体的局部目标和整个系统的全局目标是辩证统一的。

本章中的问题还可以进一步研究，比如考虑通讯限制（反映为矩阵G）时变

的情形、每个主体内部还有未知参数、采用其它学习估计算法等等。当然这些

问题在理论上都有一定的难度。



第第第十十十二二二章章章 一一一个个个离离离散散散时时时间间间多多多主主主体体体动动动力力力学学学模模模型型型自自自适适适应应应控控控制制制问问问题题题

前一章研究了自适应同步问题，关注的全局目标是同步性质。本章中将在

同样的框架下，关注稳定性这一全局目标。对本章中的离散时间多主体动力学

模型（耦合ARMAX模型），我们允许每个主体内部有未知参数、主体间有未知

耦合强度、并且系统还受有色噪声干扰（驱动噪声的增益也可以未知），在这样

的条件下，我们将对每个主体设计自校正调节器型局部控制器，由于这些主体

间的耦合，因此对每个单系统的自校正调节器，不能再直接套用已有自校正调

节器的稳定性结果。但我们在本章中将说明已有的分析方法仍可以应用于分析

复杂系统情形，在此方法基础上我们将证明：使得单个自校正调节器系统稳定

与最优的那些条件也保证了整个系统的稳定性和最优性。

12.1 背背背景景景介介介绍绍绍

第十章中介绍了复杂系统自适应控制的一些背景，给出了一个一般的研究

此类问题的框架。进而，在此框架下，前一章中研究了一个简单的离散时间多

主体动力学模型的自适应同步问题。对于自适应同步问题，我们主要研究的是

系统的同步性质，并没有关注稳定性问题。

在本章中，我们将在同样的框架下，研究一个离散时间多主体动力学模型

的自适应控制问题，关心的重点是整个系统的稳定性。稳定性是控制系统研究

的核心问题，对复杂系统自适应控制问题自然也不例外。问题的一些背景在

第十章中已有介绍，本章不再重复。

本章中考虑的子系统的内部结构具有一般的ARMAX模型的结构，与以前

关于ARMAX模型自适应控制问题的不同在于：有多个具有类似结构的子系

统（可含有未知参数），相互间通过未知的权向量耦合在一起，因此每个主体只

能利用局部的信息来估计它需要知道的未知参数与耦合强度，并进而对自己施

加局部控制。本章中仍然利用最小二乘算法来进行学习和估计，为简单起见，我

们假设每个子系统中控制信号的高频增益均已知，相应的自适应控制器在文献

中常被称为Åström-Wittenmark型自校正调节器。

由于子系统间的耦合，因此对每个单系统，将不能再直接套用已有自校正

调节器的稳定性结果。但我们在本章中将说明：陈翰馥院士和郭雷院士给出的
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分析方法对于分析这里的问题仍然是有效的，我们将基于这套方法和其它一些

技巧，在一定条件下证明整个系统的稳定性。

12.2 问问问题题题描描描述述述

12.2.1 模模模型型型

考虑如下的系统：设系统中有N个主体，每个主体的状态xi(t)满足如下的

动力学方程

xi(t + 1) + ai1xi(t) + ai2xi(t − 1) + · · · + ai,pi
xi(t − pi + 1)

= [bi1ui(t) + bi2ui(t − 1) + · · · + bi,qi
ui(t − qi + 1)] +

∑
j∈Ni

gijxj(t)

+[wi(t + 1) + ci1wi(t) + ci2wi(t − 1) + · · · + ci,ri
wi(t − ri + 1)]

(12.1)

这里ui(t)代表主体i在时刻t时可以对自己施加的控制，而{wi(t)}为主体i的驱动

噪声。每个主体的状态会受到其它主体的影响，Ni就表示主体i的邻居，主体i可

以观测到Ni中主体的状态，同时Ni中的主体会对主体i的动力学产生影响。类似

上一章，在此模型中我们仅考虑线性影响，常数gij就代表主体j对主体i的影响

强度。在上面的模型中，整数pi ≥ 0, qi ≥ 1, ri ≥ 0 分别代表主体i的动力学方程

中几组参数的个数。

通过引入后移算子z的多项式

Ai(z) = 1 + ai1z + ai2z
2 + · · · + ai,pi

zpi ,

Bi(z) = bi1 + bi2z + · · · + bi,qi
zqi−1,

Ci(z) = 1 + ci1z + ci2z
2 + · · · + ci,ri

zri ,

(12.2)

主体i的动力学模型可以改写为

Ai(z)xi(t + 1) =
∑

j∈Ni

gijxj(t) + Bi(z)ui(t) + Ci(z)wi(t + 1), (12.3)

如果没有耦合项
∑

j∈Ni
gijxj(t), 它就是熟知的ARMAX模型(或称CARMA模

型)。ARMAX模型具有非常广泛的应用背景，因此在传统的自适应控制理论中

得到了深入的研究[21]。对于复杂系统的情形，我们也从类似ARMAX的模型入

手进行研究，在前人成果基础上，进行一些初步的研究。
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12.2.2 问问问题题题

在本模型中，为研究方便，我们假设该动力学网络的拓扑结构保持不变，

即集合N1,N2, · · · ,NN不随时间而变化。整数pi, qi, ri为主体i动力学方程中系

统阶数的已经上界，而{aik, 1 ≤ k ≤ pi}, {bik, 1 ≤ k ≤ qi}, {cik, 1 ≤ k ≤ ri},
{gij, j ∈ Ni} 均为未知参数。
主体i对自己施加控制的目的是：在任意时刻t，基于自己的历史信

息{xi(0), · · · , xi(t), ui(0), · · · , ui(t−1)}以及它所观测到的邻居的状态{xj(t), j ∈
Ni}，来构造出反馈控制量ui(t)，使得下述平均跟踪误差渐近达到极小：

Ji(t)
∆
= 1

t

t∑
i=1

|xi(t) − x∗
i (t)|2. (12.4)

这里已知的确定性信号{x∗
i (t)}是主体i的局部跟踪目标。我们希望能给出设计局

部控制律ui(t)的算法，并对算法的稳定性及最优性进行分析。

12.3 局局局部部部LS估估估计计计算算算法法法及及及控控控制制制律律律设设设计计计

对主体i来说，其动力学方程可以改写为回归模型：

xi(t + 1) = θτ
i φ

0
i (t) + wi(t + 1), (12.5)

这里

φ0
i (t) = [xi(t), · · · , xi(t − pi + 1), ui(t), · · · , ui(t − qi + 1),

wi(t), · · · , wi(t − ri + 1), X̄τ
i (t)]τ ,

θi = [−~aτ
i ,

~bτ
i ,~c

τ
i , ~g

τ
i ]τ ,

(12.6)

其中

~aτ
i = [ai1, · · · , ai,pi

],

~bτ
i = [bi1, · · · , bi,qi

],

~cτ
i = [ci1, · · · , ci,ri

],

~gτ
i = [gi,ni1

, gi,ni2
, · · · , gi,ni,mi

],

X̄τ
i (t) = [xni1

(t), xni1
(t), · · · , xni,mi

(t)].

(12.7)

这里设集合

Ni = {ni1, ni2, · · · , ni,mi
}, (12.8)

其中mi为主体i邻居的个数。
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对上面的回归模型，可以用常用的最小二乘(LS)算法来估计θ；但由

于φ0
i (t)包含不能观测的驱动噪声wi(t)，所以通常情况下我们不能得到φ0

i (t)，

故我们用其后验估计

ŵi(t + 1) = xi(t + 1) − θ̂i(t + 1)φi(t) (12.9)

来代替，相应地φi(t)定义为将φ0
i (t)中的wi(k)替换为ŵi(k) 得到的向量。

这样，结合最小二乘递推估计算法

θ̂i(t + 1) = θ̂i(t) + ai(t)Pi(t)φi(t)[xi(t + 1) − φτ
i (t)θi(t)],

Pi(t + 1) = Pi(t) − ai(t)Pi(t)φi(t)φ
τ
i (t)Pi(t),

ai(t) = [1 + φτ
i (t)Pi(t)φi(t)]

−1

(12.10)

得到的向量θ̂i(t)就可以作为对未知参数向量θi在时刻t的估计。该算法称为扩展

的最小二乘(ELS)算法。（初始值可取Pi(0) = α0I, 1
e

> α0 > 0, θ̂i(0)可任取。）

对主体i，用上述算法得到了θ̂i(t)后，就可以通过必然等价原则来设计反馈

控制律，即取ui(t)使得

θ̂τ
i (t)φi(t) = x∗

i (t + 1), (12.11)

从中解得

ui(t) = 1

b̂i1(t)
{x∗

i (t + 1) + [âi1(t)xi(t) + · · · + âi,pi
(t)xi(t − pi + 1)]

−[b̂i2(t)ui(t − 1) + · · · + b̂i,qi
(t)ui(t − qi + 1)]

−[ĉi1(t)ŵi(t) + · · · + ĉi,ri
(t)ŵi(t − ri + 1)]

−~gτ
i X̄i(t)}.

(12.12)

特别地，当高频增益bi1已知时（即不需要再估计bi1），这时记从θi中去

掉bi1的参数向量为θ̄i，对应的从φi(t)中去掉ui(t)后的回归向量为φ̄i(t)，类似地引

入其它记号āi(t), P̄i(t)，则θ̄i的估计可由下述算法得到：

θ̄i(t + 1) = θ̄i(t) + āi(t)P̄i(t)φ̄i(t)[xi(t + 1) − bi1ui(t) − φ̄τ
i (t)θ̄i(t)],

P̄i(t + 1) = P̄i(t) − āi(t)P̄i(t)φ̄i(t)φ̄
τ
i (t)P̄i(t),

āi(t) = [1 + φ̄τ
i (t)P̄i(t)φ̄i(t)]

−1

(12.13)

这时上述算法称为Åström-Wittenmark型自校正调节器。在本章中，仅对该类型

的局部估计算法进行讨论。为了简化记号，在本章中对Åström-Wittenmark型LS估

计算法，我们仍用记号θi, θ̂i(t), φi(t), φ0
i (t), Pi(t), ai(t) 来分别代表前面所述

的θ̄i, θ̄i(t), φ̄i(t), φ̄0
i (t), P̄i(t), āi(t)。这样做并不会导致混淆，后文中将对此不再

说明。
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12.4 主主主要要要结结结果果果

我们假设对每个主体i，满足如下几个条件：

A1(噪声条件):{wi(t),Ft}为鞅差序列，且对某常数β > 2满足

sup
t≥0

E[||wi(t + 1)||β|Ft] < ∞, a.s. (12.14)

同时，

lim
t→∞

1
t

t∑
k=1

wi(k)wτ
i (k) = Ri > 0, a.s. (12.15)

A2(最小相位条件): Bi(z) 6= 0,∀z : |z| ≤ 1.

A3(跟踪信号): {x∗
i (t)}是确定性有界信号。

A4(严正实条件):

|Ci(z) − 1| < 1, ∀z ∈ C : |z| = 1.

定理 12.1. 在以上假设下，整个闭环系统在如下意义下稳定并最优：对i =

1, 2, · · · , N都有

lim sup
t→∞

1
t

t∑
k=0

[||xi(k + 1)||2 + ||ui(k)||2] < ∞, a.s. (12.16)

lim
t→∞

1
t

t∑
k=0

[xi(k + 1) − x∗
i (k + 1)][xi(k + 1) − x∗

i (k + 1)]τ = Ri, a.s. (12.17)

12.5 定定定理理理证证证明明明

类似[21]中的工作, 证明思想仍然是设法用线性不等式来控制需估计的量。

所不同的是，这里由于每个主体采用的是局部估计算法和控制律，但同时其

动力学受到邻居内其它主体的影响，这种耦合作用使得对任何一个孤立的主

体i，在没有估计出其邻居内主体状态的界时，不可能单独对其状态xi(t)和控

制ui(t)进行估计。这是这一问题的主要困难，解决办法是分析每一个主体，但从

全局考虑各个主体间的关系，通过对整体的一些估计得到对每个主体的估计。

在下面的证明中，为方便起见，首先引入下列记号：

δi
∆
= tr(Pi(t) − Pi(t − 1)),

ai(t)
∆
= 1

1+φτ
i (t)Pi(t)φi(t)

,

αi(t)
∆
= ||θ̃τ

i (t)φt(t)||2
1+φτ

i (t)Pi(t)φi(t)
,

ri(t)
∆
= 1 +

t∑
k=1

φτ
i (k)φi(k).

(12.18)
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第1步：

xi(t + 1) = bi1ui(t) + θτ
i φi(t) + θτ

i (φ
0
i (t) − φi(t)) + wi(t + 1)

= x∗
i (t + 1) − θ̂τ

i (t)φi(t) + θτ
i φi(t) + θτ

i (φ
0
i (t) − φi(t)) + wi(t + 1)

= x∗
i (t + 1) + θ̃i(t)φi(t) + θτ

i (φ
0
i (t) − φi(t)) + wi(t + 1)

(12.19)

注意到

||θ̃i(t)φi(t)||2 = αi(t)[1 + φτ
i (t)Pi(t)φi(t)]

= αi(t)[1 + φτ
i (t)Pi(t + 1)φi(t)] + αi(t)φ

τ
i (t)[Pi(t) − Pi(t + 1)]φi(t)

≤ αi(t)[2 + δi(t)||φi(t)||2];
(12.20)

||φ0
i (t) − φi(t)||2 = O(

t∑
k=1

||ŵi(t) − wi(t)||2) = O(log ri(t)); (12.21)

以及x∗
i (t + 1)有界和||wi(t)||2 = O(di(t)), 可得

||xi(t + 1)||2 ≤ 2αi(t)δi(t)||φi(t)||2 + O(di(t)) + O(log ri(t)). (12.22)

下面估计||φi(t)||2。由最小相位条件，存在λi ∈ (0, 1)，使得

||ui(t)||2 = O(
t+1∑
k=0

λt+1−k
i (||xi(k)||2 + ||X̄i(k)||2 + ||wi(k + 1)||2)) (12.23)

上式对i = 1, 2, · · · , N都成立，由于X̄i(k)中包含的分量为{xj(k), j ∈ Ni}，所以
不能直接估计出||ui(t)||2。
令

ρ = max(λ1, · · · , λN) ∈ (0, 1),

X(k) = [x1(k), · · · , xN(k)]τ ,

d̄(k) = max(d1(k), · · · , dN(k)).

(12.24)

显然有

||xi(k)||2 = O(||X(k)||2), ||X̄(k)||2 = O(||X(k)||2), (12.25)

故令

Lt
∆
=

t∑
k=0

ρt−k||X(k)||2, (12.26)

则对i = 1, 2, · · · , N，有

||ui(t)||2 = O(Lt+1) + O(
t+1∑
k=0

ρt+1−kd̄(k))

= O(Lt+1) + O(d̄(t + 1)).

(12.27)
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由于

φi(t) = [xi(t), · · · , xi(t − pi + 1), ui(t − 1), · · · , ui(t − qi + 1),

ŵi(t), · · · , ŵi(t − ri + 1), X̄τ
i (t)]τ ,

(12.28)

注意到

ŵi(k) = (ŵi(k) − wi(k)) + wi(k), (12.29)

故有

||φi(t)||2

= O(||X(t)||2) + O(Lt) + O(d̄(t)) + O(log ri(t) + di(t))

= O(Lt + log r̄(t) + d̄(t)),

(12.30)

其中

r̄(t)
∆
= max(r1(t), r2(t), · · · , rN(t)). (12.31)

于是由式(12.22)，对主体i，存在常数Ci > 0使得

||xi(t + 1)||2 ≤ Ciαi(t)δi(t)Lt + O(αi(t)δi(t)[log r̄(t) + d̄(t)])

+O(di(t) + log ri(t)).
(12.32)

注意到

αi(t)δi(t) = O(log ri(t)), (12.33)

可得

||xi(t + 1)||2 ≤ Ciαi(t)δi(t)Lt + O(log ri(t)[log r̄(t) + d̄(t)]). (12.34)

第2步：由于式(12.34)对i = 1, 2, · · · , N成立，从而

||X(t + 1)||2 =
N∑

i=1

||xi(t + 1)||2

≤ [
N∑

i=1

Ciαi(t)δi(t)]Lt + O(Nd̄(t) log r̄(t)) + O(N log2 r̄(t)).

(12.35)

故由Lt的定义知

Lt+1 = ρLt + ||X(t + 1)||2

≤ [ρ + C
N∑

i=1

αi(t)δi(t)]Lt

+O(Nd̄(t) log r̄(t)) + O(N log2 r̄(t)),

(12.36)
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其中

C = max(C1, C2, · · · , CN). (12.37)

令η(t) =
N∑

i=1

αi(t)δi(t), 于是

Lt+1 = O(Nd̄(t) log r(t) + N log2 r(t))

+O(N
t−1∑
k=0

t∏
l=k+1

(ρ + Cη(l)[d̄(k) log r̄(k) + log2 r̄(k)]).
(12.38)

注意到
∞∑

k=0

δi(k) =
∞∑

k=0

[trPi(k) − trPi(k + 1)] ≤ trPi(0) < ∞, (12.39)

从而k → ∞时δi(k) → 0. 而

∞∑
k=0

αi(k) = O(log ri(k)) = O(log r̄(k)). (12.40)

故有对i = 1, 2, · · · , N和任意ε > 0，存在k0 > 0，使得当t ≥ t0 ≥ k0时，

ρ−1C
t∑

k=t0

αi(k)δi(k) ≤ 1
N

ε log r̄(t), (12.41)

从而

ρ−1C
t∑

k=t0

ηi(k) ≤ ε log r̄(t). (12.42)

应用不等式1 + x ≤ ex, ∀x ≥ 0 有

t∏
k=t0

[1 + ρ−1Cηi(k)] ≤ exp{ρ−1C
t∑

k=t0

ηi(k)} ≤ exp{ε log r̄(t)} = r̄ε(t). (12.43)

将上式代入(12.38)，即可得

Lt+1 = O(log ri(t)[log r̄(t) + d̄(t)]r̄ε(t)). (12.44)

再由ε的任意性，得

Lt+1 = O(d̄(t)r̄ε(t)),∀ε > 0. (12.45)

从而对i = 1, 2, · · · , N，我们有

||X(t + 1)||2 ≤ Lt+1 = O(d̄(t)r̄ε(t)),

||ui(t)||2 = O(Lt+1 + d̄(t + 1)) = O(d̄(t)r̄ε(t)),

||φi(t)||2 = O(Lt + log r̄(t) + d̄(t)) = O(d̄(t)r̄ε(t)).

(12.46)
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第3步：根据关于噪声的假设A1，类似引理11.6中的证明，用鞅估计定理容

易证明

lim inf
t→∞

ri(t)
t

≥ trRi > 0, a.s. (12.47)

从而t = O(ri(t)) = O(r̄(t)), 又因为d̄(t) = O(tδ), ∀δ ∈ ( 2
β
, 1), 于是有d̄(t) =

O(r̄ε(t)). 代入式(12.46)，并注意到ε的任意性，可得

||φi(t)||2 = O(r̄δ(t)),∀δ ∈ ( 2
β
, 1). (12.48)

从而
t∑

k=0

||θ̃τ
i (k)φi(k)||2

=
t∑

k=0

αi(k)[1 + φτ
i (k)Pi(k)φi(k)]

= O(log ri(t)) + O(
t∑

k=0

αi(k)||φi(k)||2)

= O(log r̄(t)) + O(r̄δ(t)
t∑

k=0

αi(k))

= O(r̄δ(t) log r̄(t)),∀δ ∈ ( 2
β
, 1).

(12.49)

再由δ的任意性，得

t∑
k=0

||θ̃τ
i (k)φi(k)||2 = O(r̄δ(t)), ∀δ ∈ ( 2

β
, 1). (12.50)

由

xi(t + 1) = θ̃τ
i (t)φi(t) + x∗

i (t + 1) + wi(t + 1) + θτ
i (φ

0
i (t) − φi(t)), (12.51)

知

t∑
k=0

||xi(k + 1)||2 = O(r̄δ(t)) + O(t) + O(log r̄(t)) = O(r̄δ(t)) + O(t),

t∑
k=0

||ui(k − 1)||2 = O(r̄δ(t)) + O(t),

t∑
k=0

||ŵi(k)||2 = O(log r̄(t)) + O(t).

(12.52)

综上，对i = 1, 2, · · · , N都有

ri(t) = 1 +
t∑

k=0

||φi(k)|| = O(r̄δ(t)) + O(t), ∀δ ∈ ( 2
β
, 1). (12.53)
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于是

r̄(t) = max{ri(t), 1 ≤ i ≤ N} = O(r̄δ(t)) + O(t), ∀δ ∈ ( 2
β
, 1). (12.54)

进而可得

r̄(t) = O(t), (12.55)

从而系统的稳定性得证。

第4步：现在证最优性。

t∑
k=0

[xi(k + 1) − x∗
i (k + 1)][xi(k + 1) − x∗

i (k + 1)]τ

=
t∑

k=0

wi(k + 1)wi(k + 1)τ + 2
t∑

k=0

ηi(k)wi(k + 1) +
t∑

k=0

[ηi(k)]2,
(12.56)

其中

ηi(k)
∆
= θ̃i(k)φi(k) + θτ

i (φ
0
i (k) − φi(k)). (12.57)

由(12.50)，(12.21)和鞅估计定理，式(12.56)中后两项可估出其阶为O(r̄δ(t)),

∀δ ∈ ( 2
β
, 1). 最后立即可得

lim
t→∞

1
t

t∑
k=0

[xi(k + 1) − x∗
i (k + 1)][xi(k + 1) − x∗

i (k + 1)]τ = Ri, a.s. (12.58)

进而

t∑
k=0

||xi(k) − x∗
i (k) − wi(k)||2 = O(r̄ε(t)), a.s. ∀ε > 0. (12.59)

2

12.6 本本本章章章小小小结结结

本章研究了一个具有多种不确定性的离散时间多主体动力学模型（耦

合ARMAX模型），对每个主体设计了自校正调节器型局部控制器，并证明了使

得单个自校正调节器系统稳定与最优的那些条件也保证了整个系统的稳定性和

最优性。

为节省篇幅，本章不再讨论每个主体的高频增益bi1未知的情形，虽然这种

情形有更多的困难，但本章证明的思想仍然可以应用。



结结结束束束语语语：：：总总总结结结与与与展展展望望望

反馈是自动控制领域的基本概念，其作用主要是减少系统中的各种不确定

性对控制系统性能的影响。本文第一部分阐述了反馈机制能力与极限这一研究

方向的产生背景与其重要意义，并介绍了它们与含参迭代动力系统的联系。本

文第二部分在已有工作的基础上，进一步研究了几类更广泛的系统，推广了部

分已有的结果。在所有这些研究的激发下，本文第三部分提出了新的有限模型

自适应控制问题，其特征是系统的内部不确定性可用本质上有限个模型来刻画，

我们对此问题基于不同思想设计了反馈控制律并分别分析了各种算法的闭环稳

定性。进一步为了探索复杂系统中反馈控制对付子系统间耦合等不确定性的能

力，本文第四部分提出了一个研究复杂系统自适应控制的理论框架，并在此框

架下对两类离散时间多主体动力学模型分别提出和研究了自适应同步问题和自

适应控制问题，揭示了反馈控制在一定意义上能够实现主体局部目标与系统全

局目标的辩证统一。

在本文中，“不确定性”与“反馈控制”这两个基本概念贯穿始终，涉及到控

制系统中的多种不确定性— 结构不确定性、参数不确定性、外部不确定性、本

质上有限的模型不确定性、复杂系统中的耦合不确定性，相应的为对付这些不

确定性，设计了针对系统特点的反馈控制律，并尽可能分析了闭环系统的稳定

性；对于不确定性度量超出反馈机制能力的一些情形，则证明了表征反馈机制

极限的一些不可能性定理。

归纳起来，本文主要有如下创新点：

1. 对一类用多个Lipschitz常数刻画的结构不确定系统，得到了几个新的不可

能性定理，推广了已有的相关结果；发展了一套分析II型线性差分不等式

的方法, 进一步沟通了反馈机能能力极限与差分不等式、差分方程间的联

系。

2. 对一类具有高斯白噪声干扰和用多个非线性指标表征的参数不确定系统，

通过估计一类非范德蒙型行列式的阶，并应用本文发展的分析II型线性差

分不等式的方法, 得到了一个简洁的不可能性定理。

3. 提出并研究了同时有两种内部不确定性的一阶离散时间非线性模型，设计
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了能同时对付结构不确定性和参数不确定性的自适应控制器，并对参数部

分线性增长情形在一定条件下证明了闭环稳定性。

4. 提出了新的有限模型自适应控制问题，并针对它们发展了多种自适应算

法，分别用不同方法证明了相应闭环系统的稳定性，说明了当系统的内部

不确定性本质上有限时可构造有效的反馈控制使系统镇定。这些方法同时

为切换系统、混杂系统的研究提供了新的视角。

5. 提出了新的关于复杂系统自适应控制问题的理论框架，在该框架下针对两

种全局性质（同步性和稳定性）提出并研究了复杂系统自适应同步问题和

复杂系统自校正调节器型自适应控制问题，说明了反馈控制可用于对付复

杂系统中的耦合不确定性，在某种意义上实现个体局部目标和系统全局目

标的统一。

本文中还留下许多有待进一步解决的问题，各章中有具体讨论，这里不妨

总结一些主要的问题。第二部分中，留下的几个问题在数学上可能有相当的难

度：对于第三章中的多Lipschitz常数刻画的不确定系统，反面结果和正面结果

中若干条件的等价性在数学上还未完全证明；对于第四章中的高阶非线性高斯

噪声模型，反面结果中主要条件的必要性理论上还需进一步讨论，有意义的正

面结果还未能给出；对于第五章中的一阶半参数非线性模型，参数部分非线性

增长情形(b > 1)没有讨论，目前来看完全给出使系统稳定的b和L的定量关系非

常困难。第三部分中对某些算法在无界噪声情形还没有很好的理论分析，可能

需要发展新的分析方法；另外，对系统结构随时间而变化的情形进行理论分析

也是非常有挑战性的问题，也会帮助我们更深入的理解混杂系统或切换系统。

第四部分中给出了一个开放性的理论框架，在此框架下还可研究相当多的新问

题；仅就本文研究过的问题来说，对系统内网络拓扑(邻居关系) 可随时间或状

态而变化的情形进行讨论无疑也非常有意义并具有相当的挑战性。
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